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Komprese dat @

= zmensSeni velikosti reprezentace informaéniho obsahu (,informace”) ~ dat pfi
zachovani (dané miry) obsazené informace — jeden z celd kdédovani dat

~ kdédovani zdroje (source coding) — v kontextu pfenosu dat

m (experimentalni) informaticky védni obor

Dvé faze:
identifikovani a modelovani struktury dat s vynechanim redundanci
m struktura napt. opakovani vzori, statistickd ~ frekvence/Cetnost vzori, korelace mezi vzory,
vzory elementarni symboly (hodnoty) dat nebo skupiny symbold, také dand zdrojem nebo
procesem generovani dat — modelovani zdroje nebo procesu a syntéza nebo predikce dat
(zvuk)
m také riizné modely pro rizné ¢asti dat
kédovani dat podle modelu
m plus pfipadné kédovani (¢asti) modelu
m také predikce symbolu dle modelu a kédovéni rozdilu (residua)
m typicky binarni kod

m po sobé pro celd data nebo stfidavé po ¢astech dat (dle typu modelu)
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Komprese dat @

L1, 225 -,T12 = 27 27 47 67 77 77 79 10’ ]-07 119 1]-’ 14
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Komprese dat @

Priklad
L1, X2, ...,%12 = 27 27 47 67 77 77 77 10a 107 ]-17 119 14

¢islo od 2 do 14 ve dvojkové soustavé = 4 b/¢islo = 48 b
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Komprese dat @

Priklad

x1,T2,...,212 = 2,2,4,6,7,7,7,10,10,11,11,14

¢islo od 2 do 14 ve dvojkové soustavé = 4 b/¢islo = 48 b
7 rGznych Cisel ve dvojkové soustavé = 3b/¢islo = 36b
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Komprese dat @

Priklad
L1, X2, ...,%12 = 27 27 47 67 77 77 77 103 107 ]-1a ]-]-a 14
¢islo od 2 do 14 ve dvojkové soustavé = 4 b/¢islo = 48 b

7 rGznych Cisel ve dvojkové soustavé = 3b/¢islo = 36 b

7, III pro 11, I10 pro 10, IOI pro 2, 100 pro 14, 000 pro 4 a 00I pro 6 = 33b =
2.75b/¢&islo
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Komprese dat @

Priklad
L1y L2y« -5 T12 = 27 27 47 67 77 77 7a 1Oa ]-Oa ]-1a ]-]-a 14
¢islo od 2 do 14 ve dvojkové soustavé = 4 b/¢islo = 48 b

7 rGznych Cisel ve dvojkové soustavé = 3b/¢islo = 36 b

7, III pro 11, I10 pro 10, IOI pro 2, 100 pro 14, 000 pro 4 a 00I pro 6 = 33b =
2.75b/¢&islo

kédovani opakovani ¢isla — 0 pro zadné, 10 pro jedno a II pro dvé =
7Tx3+11=232b=2.6b/&slo
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Komprese dat @

Priklad

T1,%2,...,T19 =2,2,4,6,7,7,7,10,10,11,11,14

¢islo od 2 do 14 ve dvojkové soustavé = 4 b/¢islo = 48 b
7 rGznych Cisel ve dvojkové soustavé = 3b/¢islo = 36 b

Castéjsi Cislo kratsi kéd — 2 x 2, 1 x4,1x6,3x7,2x10,2x11,1x 14 — OI pro
7, I1I pro 11, II0 pro 10, I0I pro 2, 100 pro 14, 000 pro 4 a 00I pro 6 = 33b =
2.75b/¢&islo

kédovani opakovani ¢isla — 0 pro zadné, 10 pro jedno a II pro dvé =
7Tx3+11=32b=2.6b/&slo

malé rozdily mezi sousednimi Cisly ~~ predikce — dj = x1 = 2,

di =x; —wi—1=10,2,2,1,0,0,3,0,1,0,3 — 4b + 2b/&islo = 26 b = 2.16 b/&islo
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Komprese dat @

Priklad

T1,%2,...,T19 =2,2,4,6,7,7,7,10,10,11,11,14

¢islo od 2 do 14 ve dvojkové soustavé = 4 b/¢islo = 48 b

7 rGznych Cisel ve dvojkové soustavé = 3b/¢islo = 36 b

Castéjsi Cislo kratsi kéd — 2 x 2, 1 x4,1x6,3x7,2x10,2x11,1x 14 — OI pro
7, I1I pro 11, II0 pro 10, I0I pro 2, 100 pro 14, 000 pro 4 a 00I pro 6 = 33b =
2.75b/¢&islo

kédovani opakovani ¢isla — 0 pro zadné, 10 pro jedno a II pro dvé =
7x3+11=32b = 2.6b/&islo

malé rozdily mezi sousednimi Cisly ~~ predikce — dj = x1 = 2,
di =z —x;-1=0,2,2,1,0,0,3,0,1,0,3 — 4b + 2b/&islo = 26 b = 2.16 b/¢islo

[@ vztah mezi Cisly ~» predikce — Z; =i+ 1 —
di=z;—2;,=0,-1,0,1,1,0,—1,1,0,0,—1,1 — 0 pro 0, I0 pro —1 a IT pro 1 =
19b = 1.583 b/¢&islo
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Komprese dat @

Zachovani veskeré obsazené informace
m odstranéni nadbyteéného (redundantniho) obsahu, ktery nepfidava zadnou informaci
navic — jakakoliv data
m data ...symboly libovolné (i nebinarni) abecedy
m usetfeni lozného mista a prenosové kapacity
— ,samozrejmad" — bézna soucast slozitéjSich kompresnich metod
Tolerance ztraty urcité informace
m vyuziti (,,zneuziti") omezeni reprodukéni techniky a prijemce obsahu (¢lovéka) pro
vynechani nevyuzitelnych informaci — obraz, video, zvuk
m data ...znaky textu, vzorky obrazu (body) a videa (body v ¢ase), zvuku (Grovné v
Case), aj., digitalni (digitalizovand) forma, nartstajici objem — napf. obraz foto 10 Mpx
24 bpp ~ 30 MB, video HDTV 1920 x 1080 12 bpp, 25 fps ~ 590 Mb/s, zvuk CD
44.1 kHz, 16 bps, stereo ~ 1.3 Mb/s
m vyvoj loznych a pfenosovych technologii nestadi, navic (fyzikalni) omezen{
®m umoznéni tzv. multimedialni revoluce — komprese textu, obrazu, videa, zvuku pfi
uloZeni a prenosu

— vSudypritomna — poditace, spotrebni elektronika, komunikacni a distribu¢ni sité, ...
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Komprese dat W

Priklady z minulosti

m morseovka: pismena (a Cislice a interpunkce) kddovana do posloupnosti te¢ek a Carek,
Castéjsi (e, t) kratsimi pro zmenseni primérné délky textu

m Braillovo pismo: do 2 x 3 matice tecek kdédovéana pismena (a Cislice, interpunkce aj.,
Grade 1) a Castd slova (a jejich zkratky, Grade 2)

Obrazek: Morseovka a Braillovo pismo
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Komprese dat
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Kompresni techniky a metody @

= dva algoritmy: kompresni pro kompresi origindlnich dat na komprimovana a
dekompresni (rekonstrukéni) pro dekompresi komprimovanych dat na dekomprimovana
(rekonstruovana)

m standardy: ISO, ITU-T aj.
Bezeztratové (lossless)
= dekomprimovana data stejna jako data originalni = zadna ztrata informace v datech

m napf. pro text, programové (binarni) soubory, citlivé zdznamy (bankovni, zdravotni),
nereprodukovatelna data (snimky v ¢ase) aj.

statistické: Huffmanovo a aritmetické kédovani
kontextové: PPM

slovnikové: LZ*

jiné: BWT, ACB, obrazové (JPEG-LS, JBIG)
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Kompresni techniky a metody @

Ztratové(lossy)

= pfi kompresi vynechani néjaké informace v originalnich datech — dekomprimovana data
(obecné) odlisna od originalnich dat = ztrata informace z originalnich dat — zkresleni
dat

m vysSi mira komprese nez u bezeztratovych za cenu zkresleni dat

napr. pro obraz, video, zvuk (hudba, fe¢) — zkresleni dat vede k artefaktim pfi

reprodukci obsahu

vzorkovani a kvantizace: skaladrni a vektorova
diferencni kédovani: DPCM, delta modulace
transformacni a podpasmové kédovani: Fourierova, Z a kosinova transformace, wavelety

aplikace: obraz — JPEG, fraktaly, video — H.*, MPEG, zvuk — MDCT, G.*, MPEG,
LPC, CELP
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Miry kompresnich algoritmfi @

m asymptotickd ¢asova a pamétova slozitost algoritm( komprese a dekomprese — linearni
a konstantni az logaritmicka

m experimentalni ¢asovd a pamétova narocnost algoritmi — jejich implementaci na
referenénich datech
m miry komprese

m kompresni pomér (compression ratio) = pomér velikosti originalnich a komprimovanych dat,
také jako procento velikosti komprimovanych dat z velikosti originalnich dat

m compression rate = primérna velikost komprimovanych dat na vzorek originalnich dat (pfi
znalosti jeho velikosti), napf. pixel u obrazu — bitli/pixel, sekunda u videa a zvuku — bitd/s

m na referenénich datech

m miry zkresleni (distortion) — rozdil mezi originlnimi a dekomprimovanymi daty, vice
zpiisobil méfeni ,presnosti (fidelity)" a , kvality" obsahu, na referenénich datech
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Modely dat @

Fyzicky

= popis zdroje nebo procesu generovani dat — napf. mérenych

m napf. u ztratové komprese zvuku (¥edi) — popis tvorby a syntéza/predikce dat
m obecné prilis slozity nebo nemozny

Pravdépodobnostni model

= pravdépodobnost vyskytu symbolli dat nezavisle se vyskytujicich na ostatnich
symbolech

empiricky zjistény statisticky popis (zdroje nebo procesu generovani) dat

pro statistické bezeztratové kompresni metody

ignorantni: vyskyt kazdého symbolu je se stejnou pravdépodobnosti — nejjednodussi
klasicky“ — pravdépodobnost:

m frekvence/Cetnost vyskytu vysledku experimentu (symbolu dat) — n opakovani experimentu,
n; vyskytd vysledku w; € Qi € {1,2,..., N} (Q ... prostor vysledki (sample space)) —
frekvence/Cetnost vyskytu vysledku w;: f(w;) = fi = %+ = pribliznd hodnota/odhad pro
pravdépodobnost vyskytu vysledku w;: P(w;) = p; = lim, o %, udélost (event) A C Q,
vyskyt udalosti = vyskyt kteréhokoliv vysledku udélosti, f(A) >0 = P(A) >0 (1),
P(Q)=1(2),BCQANB=0= P(AUB)=P(A)+P(B) (3), >, P(w;) =1
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Modely dat ﬁy

Pravdépodobnostni model

m pravdépodobnost ,jinak":

m mira viry (belief) v uddlost — a priori pravdépodobnost P(A) udalosti A pred vyskytem
udalosti (ziskani informace) B, a posteriori pravdépodobnost P(A|B) po/za predpokladu,
sdruzend (joint) pravdépodobnost P(A, B) vyskytu obou udalosti A, B, Bayesovo pravidlo

P(A|B) = (‘? ?) (statisticky) nezvislé udélosti ... P(A, B) = P(A)P(B), tj. pfi
P(A|B) = P(A), pro ptipady, kdy experiment neni mozné provést (nejsou dostupné
symboly dat)

m mira (,velikost") udélosti (jako mnoZiny) — jako jiné miry (1) a (3), normalizace (2) =
axiomy, z nich napt. P(4) =1 — P(A), P(0) =0, P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
aj., pro nediskrétni prostor vysledkd (,,ne-symboly* dat)

m problém nulové pravdépodobnosti/frekvence (zero probability /frequency problem):
kompresni metody predpokladaji u modelu vSechny uvazované
pravdépodobnosti/frekvence nenulové — misto nulovych nastaveni velice malych
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Modely dat @

Pravdépodobnost

m usporadané vysledky experimentu (symboly dat) z €, napf. ¢iselné hodnoty (z R)

m ndhodné proménna/veli¢ina: méfitelné X : Q — R, realizace X (w) = x, napf.
P(X(w) <z)= P(X <), diskrétni a spojita

m rozdéleni pravdépodobnosti: distribu¢ni funkce/kumulovana pravdépodobnost
(cumulative distribution function) Fx(z) = P(X < z), 1 > x2 = Fx(z1) > Fx(x2),
P(X =)= Fx(z) — Fx(z7) pro Fx(x~) = P(X < x), rozdéleni/distribuce/hustota
pravdépodobnosti (probability distribution/density function) fx(x)
... diference/derivace Fx(z) pro diskrétni/spojitou X, pro diskrétni typicky
fx(z) = P(X = x), standardni napt. uniformni, norméalni (Gaussovo), Poissonovo aj.

m sdruzend (joint) distribu¢ni funkce
Fx,x, x,(x1,22,...,2,) = P(X1 <1, X9 < 29,...,X, <ux,), sdruzené rozlozeni
pravdépodobnosti fx, x,.. x,, (1,Z2,...,xy,), marginalni pro jednotlivé X;, X1, Xo
nezavislé, jestlize F'x, x,(z1,22) = Fx,(x1)Fx,(x2) (a tedy i
fxixz (1, 22) = fx, (21) fx, (22))
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Modely dat ﬁy

Pravdépodobnost

m stfedni hodnota (expected value) ndhodné proménné X: E[X]| =Y, z;P(X = z;) pro
diskrétni X, E[X| = [°°_ «fx(x)dz pro spojitou X, statisticky pramér (mean,
statistical average) ux = FE[X], rozptyl (variance)
0% = E[(X — px)?] = E[X?] — %, standardni odchylka (standard deviation)
ox = 1/03(, X1, X2 nekorelované, jestlize E[(X1 — p1)(X2 — p2)] =0

m nihodny/stochasticky proces: méfitelné X : Q — F, F : R — R, realizace
X (w) = z(t), —00 < t < 0o funkce &asu, ensemble X (t) = {x,(t)}, stfedni hodnota
ensemble, vzorek (sample) X (tp) ensemble = nahodna proménna
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Modely dat @

Markoviiv model (Andrei A. Markov)

m vyskyt symbolu z; v datech je zavisly na vyskytu (nékterych, ne nutné bezprostredné)
predchozich symbold x;,7 < j

m vychazi z pravdépodobnostniho modelu, pro kontextové metody

m v bezeztratové kompresi Markovilv fetéz s diskrétnim casem: posloupnost symbolii x;
(ndhodné proménné X ;) nasleduje Markoviiv model/proces k-tého fadu, jestlize

P(xjlzi,, iy, ..., xiy) = P(xjlej_1,zj-9,...),11,42,...,9 < j (znalost nékterych
predchozich k& symbolil je stejné jako znalost vSech predchozich symbolil), posloupnosti
s; symboll x;,, z;,, ..., z; = stavy modelu/procesu/fetézu, P(zj|s;) =

pravdépodobnosti prechodu mezi stavy

m nejbéznéjsi model 1. fadu: P(zj|x;) = P(zj|lzj—1,2j-2,...),1 < j

m s;, P(s;), P(xj|sj) ...stavovy diagram

m rizné modely podle formy zavislosti, se zvysujicim se k vysSi mira komprese nez s
nezavislymi vyskyty symboli

m v bezeztratové kompresi Markoviiv model k-tého fadu = model konecného kontextu
(finite context model) délky k — kontext = stav modelu
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Modely dat @

Markoviv model
Priklad

129 . ..2T10 = aababbabaa

stavy modelu 1. ¥Adu = posloupnosti (bezprostfedné) predchozich symboli délky 1 pro
vSechny symboly: a, b

P(a) = 3§, P(b) = 3,

P(ala) = 3, P(bla) = 3, P(alb) = §, P(bb) = 3

stavy modelu 2. ¥adu = posloupnosti (bezprostfedné) predchozich symboli délky 2 pro
vsechny symboly aa, ab, ba, bb
P(aa) = g, P(ab) = 3, P(ba) = 2

P(alaa) —> 0 P(b|aa) — 1, P(ala
P(albb) — 1, P(b|bb) — 0

|ab) = 3. P(alba) = 3, P(blba) =

15 / 42
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Modely dat ﬁy

Dalsi:

m slovnikovy — odkazy do paméti (vybranych Casto se vyskytujicich) vzord predchozich
symboll v datech, pro slovnikové metody

m prediktivni — predikce symboli na zdkladé predchozich (okolnich) symbold v datech,
pro prediktivni metody

m a jiné, kombinace

Typy
m staticky — neménny pro rlizna origindlni data a béhem kdédovani, znamy algoritmu
dekomprese

m semi-adaptivni — vytvoreny pro originalni data (1. priichod daty p¥i kompresi), béhem
kédovani neménny (2. priichod) a predany algoritmu dekomprese (napf. s
komprimovanymi daty)

m adaptivni — dynamicky vytvareny/modifikovany podle doposud zakédovanych
originalnich a dekomprimovanych dat
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Teorie informace @

Klasicka Shannonova
m vytvofeni miry ,informace" obsazené v datech
B ramec pro bezeztratové kompresni metody, vychazi z pravdépodobnostniho modelu dat
m Claude E. Shannon: A Mathematical Theory of Communication. Bell System Technical
Journal 27, pp. 379-423, 623-656, 1948.
— mira primérné informace (asociované s) experimentu(-em): vysledky experimentu (jevy
A) ~ data
m informace (self-information) (asociovana s vyskytem) jevu A:
i(A) = log, % = —logy, P(A) — log(1l) =0 a roste s klesajici P(A) # 0, pro
nezavislé A, B i(AB) = i(A) +i(B)
m jednotka i: bit (shannon) pro b = 2, nat pro b = e, hartley pro b = 10
m entropie (asociovand s) experimentu(-em): primér
H(A;) =>, P(A)i(A;) = =Y, P(A;)log P(A;) informaci nezavislych jevi
Ai,UA; = Q (jako ndhodnych proménnych), 0log0 := 0
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Teorie informace @
Klasicka Shannonova

m Shannon: entropie (asociovana s) experimentu(-em) = jediné mozné feSeni pozadavki
na miru primérné informace (asociované s) experimentu(-em) ~ miru ,informace"
obsazené v datech

m pozadavky, pro nezavislé jevy A;,i=1,...,m,JA; =
spojita funkce H(p;),p; = P(4;)
monoténné rostouci vzhledem k po&tu m stejné pravdépodobnych jevii A; (p; = L)
stejnd pri rozdéleni experimentu na k podexperimentd (s disjunktnimi podmnoZzinami

mnoziny jevli 4;), vysledek experimentu = podmnozZina s jevem, vysledek podexperimentu
= jev v podmnoziné:

H(pi):H(qlana"'7Qk)+q1H(pl zfaa%)+q H(p];2+13pj;:27""%)+"'+
P P j
QkH( quk1+17 quk1+27' HEE] }:;:) q1 = Zzlzlpi7QQ = ZZ:j1+1 Pis---y4qk = Zj—jk 141 Di

m jediné mozné FeSeni pozadavki: H(p;) = —K >, pilogp;, K kladna konstanta

Jan Outrata (Univerzita Palackého v Olomouci) Komprese dat
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Teorie informace @

Klasicka Shannonova

m Shannon: experiment = zdroj Z posloupnosti X1, Xo, ..., X, symboli z mnoziny
{a1,a2,...,am,} jako ndhodnych proménnych X;(a;) = i, pak entropie zdroje =
pramérny pocet binadrnich symboli (bitd) potfebnych pro zakédovani kazdého symbolu
posloupnosti = H(Z) = lim;, 00 %Gn, Gn= 2021212 P(X1 =
i1, X9 =id9,..., X, = Zn) 10gP(X1 =11,Xo=19,..., X, = Zn) = entropie
posloupnosti X1, Xo,..., X,

m jestlize je vyskyt kazdého symbolu X; (jako ndhodné proménné) nezavisly a stejné
pravdépodobnostné rozlozeny, pak X; = X, G, = —n> ;" P(X =i)log P(X =) a
'H(Z) = H(X) = - X", P(a;)log P(a;) = entropie 1. fadu

m vyskyt X je zavisly na vyskytu Xo — podminéna entropie (pro ndhodné proménné)
X1 v zavislosti na Xo: primér H(Z) = H(X1|X2) =Y.1"_1 P(ai,)H(X1| X2 =i9) =

i9=1
—> 1 Plaiy) Y27~y P(ag,|ai,) log P(a;i, |a;,) podminénych entropii X1 v zavislosti
na XQ = ’iQ

m entropie Markovova modelu se stavy S = {s;}: H(X|S)
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Teorie informace @

Klasicka Shannonova

Priklad

T1,%2,...,019 = 2,2,4,6,7,7,7,10,10,11, 11,14
m {ay,a9,...,a7} ={2,4,6,7,10,11,14}

P(ai)=pz~f() foh=fi=fo=%e=fi=fi=1,f1=
YH(a;) = — Y2, pilogy pi = 2.689 bitii/&islo

e

Jan Outrata (Univerzita Palackého v Olomouci)
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Teorie informace @

Klasicka Shannonova

Priklad

T1,Ta,. .., 712 = 2,2,4,6,7,7,7,10,10,11, 11, 14

m {ay,a9,...,a7} ={2,4,6,7,10,11,14}
P(a;) = pi ~f( D=fifi=fs=foe=to=f=fi=5%fi= 5
YH(a;) = — Y2, pilogy pi = 2.689 bitii/&islo

m Sousedni ¢isla nejsou nezavisla — odstranéni zavislosti (korelace):
da,ds,...,d12=0,2,2,1,0,0,3,0,1,0,3, {a1,a2,as3,a4} = {0,1,2,3}
fi= 2, f2—f3 f4—1l
VH (a;) = — 21 pilogy p; = 1.859 bitii /&islo
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Teorie informace @
Klasicka Shannonova

Priklad

T1,72, ..., 710 = 2,2,4,6,7,7,7,10,10,11,11, 14

m {ay,a9,...,a7} ={2,4,6,7,10,11,14}
P(a;) = pi = f(az) fih=f=fo=%Hh=h=fi=1fi=1
VH (a;) = — 21, pilogsy pi = 2.689 bitii /&islo

m Sousedni ¢isla nejsou nezavisla — odstranéni zavislosti (korelace):
da,ds,...,d12 =0,2 2,1,0 0,3,0,1,0,3, {a1,a2,a3,a4} = {0,1,2,3}
fl 1i f2 - f3 f4 - 11
VH (a;) = — 21 pilogy p; = 1.859 bitii /&islo

m VSechna ¢isla jsou mezi sebou zavisld — odstranéni zavislosti (korelace):
dy,da,...,di2=0,-1,0,1,1,0,-1,1,0,0,-1,1, {a1,a2,a3} = {0,—1,1}

—_ 5 3 4

fl - 127f f3 - 12

— > o1 pilogg pi = 1.555 bitd/&islo

H
=

=

8

SN—
I
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Teorie informace @
Klasicka Shannonova

Priklad

129 . ..2T10 = aababbabaa

vyskyt a a b nezévisly: P(a) = -, P(b) = 15
H = —P(a)logy P(a) — P(b)logy P(b) = 0.971 b/symbol
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Teorie informace

Klasicka Shannonova
Priklad

129 ... 210 = aababbabaa

vyskyt a a b nezévisly: P(a) = &, P(b) =
H = —P(a)logy P(a) — P(b)log, P(b) =
Markoviiv model 1. ¥adu: P(a) = 3, P(b)
P(ala) = 2, P(bla) = 2, P(alb) = 2, P(b
H = P(a)H(X|a) + P(b)H(X|b) = P(a)(—
P(b)(—P(alb) log, P(a|b) — P(b|b) logy P(b

10
0.971 b/symbol
= &
=9
b=

(ala) log, P(ala) —
b)) = 0.9b/symbol

P(bla)logy P(bla)) +

Jan Outrata (Univerzita Palackého v Olomouci) Komprese dat
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Teorie informace @

Klasicka Shannonova
Priklad
T122 ... 219 = aababbabaa

vyskyt a a b nezévisly: P(a) = &, P(b) = 15

H = —P(a)log, P(a) — P(b)log, P(b) = % 71 b/symbol
Markoviiv model 1. Fadu: P(a %
P(ala) = 2, P(bla) = 2, P(alb) = 2, P(b
H=P(a ) (X|a)+P(b)H X|b ) (a
P(b)(—P(alb) logy P(alb) — P(b]b) log, P(b]b)) = 09b/symbo|
Markoviiv model 2. ¥adu: P(aa) = 3, P(ab) =
P(alaa) — 0, P(blaa) — 1, P(a|ab) = 2
(a|bb) — 1, P(b|bb) — 0
H =Y 0 P@122)H(X|2122) =
Y pomaa P@122) (= Xynp P(yla122) logy Plylaia2)) = 0.689 b/symbol

[ =

|a) log, P(ala) — P(bla)log, P(bla)) +

Jan Outrata (Univerzita Palackého v Olomouci) Komprese dat Olomouc, Gnor—brfezen 2016
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Teorie informace @

Klasicka Shannonova

s

m entropie (zdroje, posloupnosti symboll) p¥i uvazovani (vice) zavislosti mezi vyskyty
symboll je vzdy mensi nebo rovna entropii pfi nezavislém (méné zavislém) vyskytu
symboli

= entropie je zavisld na uvazovaném modelu struktury dat, ale

UvaZovanim zavislosti mezi vyskyty symbolli posloupnosti ~ dat v modelu struktury dat
nesnizujeme skute¢nou entropii (hypotetického) zdroje dat. Tato entropie je vlastnosti
zdroje a je stejna pro vSechna data ze zdroje. Snizujeme nas odhad této entropie
uvazovanim delsich n-tic symbolid dat a zavislosti mezi vyskyty symbold v modelu (az do
n — oo)!
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Teorie informace @
Algoritmicka

m Kolmogorov/descriptive complexity / algoritmicka entropie dat (Andrey N.
Kolmogorov): délka nejkratsiho algoritmu (véetné parametrti) nebo nejmensiho
pocitatového programu (vCetné vstupu, v jakémkoliv programovacim jazyce), jehoz
jsou data vystupem — zpiisob modelovani struktury dat

® neni zndm zadny systematicky zptsob vypoctu nebo libovolné blizkého odhadu

m Minimum Description Length (MDL) princip (J. Rissanen):

MDL(z) = minj(Dy; + R, (7)), Dy, délka popisu mozného modelu M; struktury
dat z, Ry, () délka reprezentace = podle modelu M;

m napf. M; polynomy j-tého ¥adu: pro vyssi j kratsi Ry, () (presnéjsi model), ale delsi

vvvvvv
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Kédovani v

m abeceda A = {aj,as,...,a,}, a; = symboly

= (kéd) ze zdrojové abecedy A do kédové abecedy B: injektivni C': A+~ Bt, Bt =
mnozina koneénych neprazdnych posloupnosti (= slov) symbolii z B — ¢asto
B ={0,I} — binarni kédovani (kdd)

m C(a;) € BT ... kédové slovo (kéd) pro symbol a;, C(A) = {C(a;),a; € A} C BT
... kéd (pro zdrojovou abecedu A), I(a;) ...délka C(a;), pro B = {0,I} v bitech

m dekédovani: D : C(A) — A

m napr. {0,1,00,II}, ne {0,0,1,II}

m blokovy kdd (kéd pevné délky, fixed-length code) = vSechna kédova slova (pro vsechny
symboly) maji stejnou délku, napf. ASCII
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Kédovani @

Jednoznacné dekédovatelny kéd

= kazda (neprazdnd) posloupnost symbolii z kédové abecedy je zietézenim nejvyse jedné
posloupnosti kédovych slov

= CT: A"~ BT, C"(aj,a4, ... aij) = C(a;,)C(ag,) ... C’(aij) injektivni

m dekédovani: DT : CT(AT) — AT

m napt. kazdy blokovy, {0, 0L, OII, ITI}, ne {0, 0I, 10, IT}

m test: S < C(A) aopakuj S <+ SU{se€ Bt;pse SApe S} dokud nékteré s € C(A)
nebo S zlstane stejna, pii s € C'(A) kéd C(A) neni jednoznaéné dekddovatelny

Priklad

C(A) ={0,0I,0ILII1}, S = C(A) U{L II} U () — jednozna¢né dekédovatelny (JD)
C(A) = {0,01,10,11}, S = C(A) U {I} U {0} — nenf JD: 0I0 = 010, 0I0

Prefixovy (prefix-free, instantaneous) kéd

= zadné kédové slovo neni prefixem jiného kédového slova
m napf. kazdy blokovy, {0,10, 110, IIT}

m jednoznacné dekddovatelny
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Kédovani ﬁy
Veta (Kraftova)

Prefixovy kéd s k kédovymi slovy délek 11, 1o, . ..l nad kédovou abecedou velikosti m
existuje pravé kdyz

k
Zm‘l" <1 ... Kraftova nerovnost.
—L
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Kédovani @

Véta (Kraftova)
Prefixovy kéd s k kédovymi slovy délek 11,1, ...l nad kédovou abecedou velikosti m
existuje pravé kdyz
k
Zm_li <1 ... Kraftova nerovnost.
i=1
D)
Véta (McMillanova)
Jednoznacné dekédovatelny kéd s k koédovymi slovy délek 1, 1s, ...l nad kédovou
abecedou velikosti m existuje pravé kdyz
k
Zm_li <1 (... Kraft-McMillanova nerovnost).
i=1
O
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Kédovani v
Optimalni kéd
m pro pravdépodobnostni model dat (vyskytu symboli), prefixovy kéd

m primérna délka kédu (na symbol, code rate): primér I(C(A)) = 1 P(a;)l(a;) délek
l(a;) pro véechny a; € A, P(a;) # 0 = pravdépodobnost vyskytu symbolu a;

= s minimalni [(C'(A)) (v ramci t¥idy kédl, napf. prefixové)
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Kédovani @

Optimalni kéd

m pro pravdépodobnostni model dat (vyskytu symboli), prefixovy kéd

m primérna délka kédu (na symbol, code rate): primér I(C(A)) = S0 P(a;)l(a;) délek
l(a;) pro vsechny a; € A, P(a;) # 0 = pravdépodobnost vyskytu symbolu a;

= s minimalni [(C(A)) (v rdmci tfidy kédi, napt. prefixové)
Véta (Shannon noisless coding theorem)

Pro optimalni prefixovy kéd C(A) ze zdrojové abecedy A do kédové abecedy B plati

H(A)
log, m

+1

kde H(A) je entropie zdroje symboli z A, b je stejné jako v H a m je velikost B.

(C(A)) = lfg(ﬁzb prévé kdy? P(a;) = m~"%) pro viechny a; € A. O
m redundance kédu: I[(C(A)) — lfg(f%, také v % z fg(f%v 1(C(A)) = % ... absolutné

optimalni kéd
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Kédovani v
Optimalni kéd
| ng(—/:q)l = dolni limit pro primérnou délku kédu ze zdrojové abecedy A do kddové

abecedy velikosti m, horni limit = Tog, 17 (A) +1
m zménou zdrojové abecedy na k-tice (nezawslych) symbol(i z pivodni abecedy A

rozsiveni zdrojové abecedy, source extension) se Ize s [(C'(A)) k HA) ipovolng
log; m
priblizit (az do k — o0):

f{éAk) < l(C(Ah llr{éA’“)
og,m og,m
TZ(A) < kI(C(A)) TZ(A) +1
og,m og,m
H(A) - HA) 1
log, m s UCA) log, m k

Jan Outrata (Univerzita Palackého v Olomouci)
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Kédovani v
Optimalni kéd
ng(—/:q)% = dolni limit pro primérnou délku kédu ze zdrojové abecedy A do kddové

abecedy velikosti m, horni limit = Tog, 17 (A) +1
m zménou zdrojové abecedy na k-tice (nezawslych) symbol(i z pivodni abecedy A

(rozsiteni zdrojové abecedy, source extension) se Ize s I(C(A)) k % libovolné
priblizit (az do k — o0):

{{éAk) < l(C(Ah llr{éA’“)
og,m og,m
) < witeeay < i
H(A) - HA) 1
log, m SUCMA) < log, m k

m abeceda A* ale miZe mit velikost az n* (n je velikost A)!
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Kédovani
Optimalni kéd
Priklad

A {ala az, (13}
P(ay
HA) =-%2,
C(

(C(A) =3,
(C(4) - 24 =

logg 2

a;) = 0.8, P(ag) = 0.02, P(a3) =
P(a;)logy P(a;) =
A4) = {(a1,0), (a3, 1), (a5, 10)}

816 bitl/symbol

P(a;)l(a;) = 1.2b/symbol

= 0.384b/symbol = 47 %

Olomouc, Gnor—bfezen 2016
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Kédovani @

Optimalni kéd
Priklad
A= {alv a2, a?)}
P(a;) = 0.8, P(a2) = 0.02, P(a3) = 0.18
(A) = =23, P(a;)logy P(a;) = 0.816 bitii/symbol
(A) = {<a17 0), <a27 II>> (a3, IO)}
(C(A)) = X2, P(a;)l(a;) = 1.2b/symbol
A

(C(A)) — 24 = 0.384b/symbol = 47%

=~

o~

A2 = {alal, aias,aias,asal, azas, azas, azal,azay, a3a3}

P(ayay) = 0.64, P(ajaz) = P(aga;) = 0.016, P(ajas) = P(aga1) = 0.144, P(agas) =
0.0004, P(agag) = P(a3a2) = 0.0036, P(a3a3) = 0.0324

C(A?) = {{a1a1,0), (ayaz, I0I0I), (a1as, IT), (asa;, 101000), (azaz, I0I0OIOT),
<a2a3, IOIOOII), (a3a1, 10 >, <a3a2, IOIOOIOO>, <a3a3, IOII)}

1 i a;ai)l(a;a;
l:(C(A)) _ l(C(zAZ)) _ Zi:l,j:l P2( ia;)l(aia;) - 1.223 - 0.862 b/symbol
[(C(A)) — {4 = 0.046 b/symbol = 5.6 %
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Kédovani v
Optimalni kéd

Véta

Pro optimalni prefixovy kéd ze zdrojové abecedy A do kédové abecedy B plati

Symboly z A s vétsi pravdépodobnosti vyskytu maji kratsi kédova slova.

m' €{2,3,...,m},m' =n (mod (m — 1)) symboli z A s nejmensi pravdépodobnosti
vyskytu, kde n > 2 je velikost A a m > 2 je velikost B, ma stejné (maximalné) dlouha
kédova slova a ta se lisi pouze v jednom symbolu. [

v

Pro¢ m’ a ne m? Odpovéd u Huffmanova kédovani (viz dale).
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v

Zakladni techniky a kodovani cisel
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Run-length encoding (RLE) @

= kddovani posloupnosti stejnych zdrojovych symboll (runs) kédy pfiznaku kédovani
opakovani, délky posloupnosti a jednoho symbolu misto samotnych symbold

m podle délky kédi priznaku a délky az pro posloupnosti delSi nez urcity pocet k
symbol(, napt. 3

m kod priznaku miZze byt zaménitelny s kédem symbolu — kédovani s kédem délky
zmensené o k za kody urcitého poctu k symboli

m aplikace: text, obraz (BMP)

Diferen¢ni kédovani

= kdédovani (malého) rozdilu symbolu/¢&isla od pfedchoziho (nebo predikce z nékolika
predchozich) kédy pfiznaku kédovani rozdilu a rozdilu misto samotného symbolu/¢isla,
s vyjimkou prvniho
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Run-length encoding (RLE) @

Input: &islo k
r <4 0;
while nacti ze vstupu symbol a do
if » =0 then
T 4 a;
r<1;
else
if a = x then
r«r+1;
else
if » < k then
zapi$ na vystup r kédd symbolu x;
else
zapi$ na vystup kédy pfiznaku, &isla r a symbolu @ / k kédd symbolu x a kéd &isla r — k;
T a;
r<«1;

Priklad
vstup: bbbbaaaarrrbbaaaaara, k = 3, kéd priznaku: z, kéd délky: cislo, kéd symbolu:

symbol
vystup: xdbzdarrrbbrbara / bbblaaalrrrbbaaara

Olomouc, Gnor—bfezen 2016
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Move-to-front (MTF) kédovéni v

= koédovani Casto se opakujicich symbold malymi &isly (specialné posloupnosti stejnych
symboli posloupnosti &isel 0)
m lokalné adaptivni = adaptace podle lokalnich Cetnosti vyskytu symboli

Uses: zdrojova abeceda A = {ay,...,a,}, (volitelné) pravdépodobnosti {p1,...,pn}
vyskytu a;
(volitelné) setfid a; a p; tak, ze p; > p; pro i < j;
while nacti ze vstupu symbol ¢ € A do
zapi$ na vystup Cislo ¢ — 1, kde a; = q;

if ¢ > 1 then
X ag;
aj < aj_1 proj =2,3,...,1
ay < x;
m také (i — 1)-krat © <— a1, aj_1 < a; pro j =2,3,...,n, a, < x nebo = + aj,

a; < ay, a1 <+ T aj.
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Move-to-front (MTF) kédovani

Priklad
vstup: bbbbaaaarrrbbaaaaara, A = {b,a,r}, p(b) = 207p( a) = 20,]9( T) = %
vystup: 0000 1000 200 20 20000 2 1

{b,a,r} {a,b,r}{r,a,b}{b,r,a}{a,b,r}{r, a b}{a r,b}
vystup: 1000 1000 200 20 20000 2

{a,b,r}{b,a,rfa,b,r}{r,a,b}{b,r,a}{a,b,r}{r, a, b}{a, r,b}

Olomouc, Gnor—bfezen 2016
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Kédovani &isel v

m prirozenych Cisel — celé Ize bijektivné zobrazit na prirozena (jak?)

m predpoklad nizsi pravdépodobnosti vyskytu u vétsich Cisel

m bindrni kddy s proménnou délkou (variable-length codes, fixed-to-variable codes) =
proménna délka kddovych slov pro zdrojova slova pevné délky (symboly nebo jejich

k-tice), nizkd primérna délka kédu vs. naro¢néjsi manipulace s kédem (v porovnani s
blokovym kédem, s vyuzitim bufferu)

Unarni kod

m kédovani prirozenych Cisel

= pro i > 0: zfetézeni i I a O (nebo opacné), napr. ITITIO pro 5

m prefixovy, délka i + 1, optimalni pfi P(i) = % (i #0)

Dalsi

m start-step-stop (obecné unarni) kédy, start/stop, Levensteindv kéd, Stoutovy,
Yamamotovy, taboo, Goldbachovy, aditivni kédy aj.
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Eliasovy kédy ﬁy

kédovani prirozenych cisel, P. Elias

Alpha = «(i) pro ¢ > 0: unarni kéd 4, s I na konci

Beta = (i) pro i > 0: reprezentace i ve dvojkové soustavé (= binarni reprezentace) —
neprefixovy

dalsi — pro ¢ > 1: zfetézeni kédu 1(5(i)) = [logyi] + 1 a B(i), prefixové

pro kazdé i > 1: i = BT 4 |0 < k < 2UB0)-1

Gamma

= (i) pro i > 1: zfetézeni I[(B(i)) — 1 0 a 5(¢) nebo a(I(B(i)) — 1) a (i) bez prvni I,
napt. 00I0I pro 5

m délka 2[log, ] + 1, optimalni pii P(i) = 5

Delta

= §(i) pro i > 1: ztetézeni I(5(1(B(i)))) — 1 0, B(I(B(7))) a B(i) bez prvni I nebo

~v(I(B(2))) a B(i) bez prvni I, napt. OIIOI pro 5

m délka 2|log, log, 2i] + |logy i | + 1, optimélni pfi P(i) = m
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Eliasovy kédy ﬁy

Omega (rekurzivni)

= w(i) proi=1: 0, a pro ¢ > 2: zfetézeni odzadu 0 a pocinaje k := i pokud k > 2
rekurzivné (k), k :=1(5(k)) — 1, napt. 101010 pro 5

m dekédovani: i := 1 a opakované jestlize je dalsi bit I tak s dal$imi i bity tvori kéd (3(7)

m délka 38 ([logy i)’ + 1) + 1, |logyi]® =1
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Fibonacciho kédy @

m kdédovani prirozenych Cisel, L. Pisano (Fibonacci)
m Fibonacciho reprezentace ajas ... prirozeného Cisla i > 1: 1 = ijl a; Fjq1,
a; € {0,1}, Fj41 maximalni (j + 1)-té Fibonacciho &islo
(Fo=0,F1=1,F; =Fj_1+ Fj_2), aj =1 = aj;1 = 0 — neobsahuje sousedni 1
= pro i > 1: zfetézeni Fibonacciho reprezentace i (jako bitti) a I, napt. 000II pro 5 —
konci 1T
m délka < [log, VBn] +1, ¢ = 3(1 4 V/5) ~ 1.618 tzv. zlaty Fez
m prefixové, robustnéjsi nez jiné kédy Cisel

m dalsi (zobecnéné) zalozené na k-krokovych (zobecnénych) Fibonacciho &islech

Obrazek: Délky Eliasovych a Fibonacciho kédi
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Fibonacciho kédy
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Direct Binary

Bits Needed to Encode Value

m

1 10 100 1000 10000 100000 1000000

Value to Encode
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Golombovy kédy ﬁy

m kdédovani prirozenych &isel, S. W. Golomb

m parametr prirozené Cislo j > 0

= pro ¢ > (0 zfetézeni dvou kédi:
unarni kéd g = L%J (= celé &asti ?)
|log, j]-bitova binarni reprezentace r =i — ¢j (= zbytek po celoiselném déleni %) pro

r=0,1,...,2M8271 —j 1 a [log, j]-bitova binarni reprezentace r 4 2/'°%271 — j pro
r=2Mogdl 5 i1

Priklad

j=5

|logy 5] = 2-bitové binérni reprezentace r = 0, 1,2 a [logy 5] = 3-bitové binarni
reprezentace r + 3 pro r = 3,4

0 — 000, 1 — 001, 2 — 010, 3 — OIIO, 4 — OIII, 5 — I000, 6 — I00I, ...
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Golombovy kédy ﬁy

m délka pro malé j z malé rychle nariista, pro velké j z delSi narlista pomaleji

m prefixové, pro j = [—loglﬂj (pFesnéji j = [—%1) optimalni pfi

P(i) = p"~1(1 — p) — geometrické rozdéleni pravdépodobnosti, nap¥. posloupnost (run
z RLE) i — 1 vyskytd symbolu s vysokou pravdépodobnosti p vyskytu ukonena jednim
vyskytem jiného symbolu s nizkou pravdépodobnosti 1 — p (napf. prohra a vyhra) —
(adaptivni) Golomb RLE

m pouziti napf. v bezeztratové kompresi obrazu (JPEG-LS)
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Riceovy kédy ﬁy

~ Golomb-Riceovy kédy, R. F. Rice

— Golombovy kédy pro j = 2* pro néjaké (celé nezaporné) k

m jednodussi kédovani (a dekédovani) pro i > 0: zfetézeni unarniho kédu pro zbyvajicich
q= L%J bitd a £ nejméné vyznamnych bitd binarni reprezentace i

m délka [£] + K + 1, optimélni pfi P(i) = —

i
g3kl

m pouziti napf. v bezeztratové kompresi audia (MPEG-4 ALS, FLAC)

Obrazek: Délky Riceovych kédd
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Riceovy kédy ﬁy

an
70 ‘
Rice (k=12)
B0
Rice (k:E)l”
a0
Rice (k=5)
an
Rice (k= 4)

Rice (k=3) Rice (k= 1E|

; ;;f// ey

L h e c —
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Bits Needed to Encode Value

1} T T T T T 1
1 10 100 1000 10000 100000 1000000
Value to Encode
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