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Uvod

o P¥i prenosu dat mize dojit k chybé — jak odhalit chybu?
(zndte: CRC, hash) Jak opravit chybu?

Chyba mize byt dvojiho typu:

1. Zaména znaku: 101010 — 101000 (o tento typ se budeme zajimat)
2. Vytvoreni nového znaku: 101010 — 1010101. Pohlceni znaku:
101010 — 10110

Zakladni princip: redundance informace.

Cestina je hodné redundanti: ,,opakkvani" — ,opakovani®,
ale ,sekers” — ,sekera” nebo ,sekery”?

Vsechna rodna cisla vytvorena od roku 1986 vietné jsou
délitelnd jedenacti.
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Priklad kédovani objevujici jednu chybu

Kontrola sudé parity: kéd doplni na konec bindrniho slova 0/1
tak, aby slovo mélo sudy pocet jednicek.

Vstupem je slovo w € {0, 1}+, doplnime ¢ € {0, 1}, vznikne
slovo wec.

Pokud w = 001, pak ¢ =1 a wec = 0011.

Pokud w = 101, pak ¢ =0 a wc = 1010.

Kdéd objevuje 1 chybu: pokud pfijmeme 1011, nastala chyba.

e Kéd nerozpoznd dvé chyby! Vysleme 1010, pfijmeme 1111.
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Priklad kédovani opravujici jednoduché chyby

» Opakujici kdd — symbol odesleme trikrat.

¢ 0 — 000; 1 — 111.

» Pokud pfijmeme 010, poslali jsme pivodné 000 (nebo nastala
vice neZ jedna chyba).




-___________________________________
Cil

o Cil: sestrojit kéd, ktery objevi/opravi co nejvice chyb pfi co

vvs

» Uvazujeme pouze blokové kddy.




Kodova a nekédova slova

e Zdrojova abeceda A, kédova abeceda B, délka kédového slova
je n, pak pro kéd C plati: C C B".

B" = {biby...b,|bj € Bproi=1,2...n}

C je mnozina kédovych slov, B"\ C mnozina nekédovych slov.

Prijmeme-li nekédové slovo, tak béhem prenosu nastala chyba.

Pokud pfijmeme kddové slovo, tak béhem prenosu. . .7

Kontrola sudé parity: pro B = {0,1},n =4 mame
o B*={0000,0001,0010,0011,0100,0101,...}; |B* =2*=16
o € ={0000,0011,0101,0110,...}; |C|=8
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Informacni pomér kédu (rate)

Mame slovo délky k. Prfiddme symboly z kédové abecedy a
ziskdme slovo o délce n.

Pivodnim k symbolim ¥ikdme informacni symboly.

n — k symbolim rikdme kontrolni symboly.
Pomé&r R(C) = & méfi redundanci kédu.

Definice: Necht C C B” je blokovy kéd o délce n.
Jestlize existuje bijektivni zobrazeni ¢ : BX — C, ¥ek-
neme, ze kéd C ma k informacnich symboli a n — k
kontrolnich. Informaéni pomér kédu R(C) je

R(C) = %

9226



Priklady informacnich pomér

» Opakovaci kod

o Kéd C, ma na abecedé B kédova slova {a" |a € B}

o Pro B ={0,1} mdme C3 = {000,111}, G5 = {00000, 11111}
o k=1, R(C)=1

* Kontrola sudé parity

o Pro kéd délky n plati: C, = {w m3 sudy pocet 1|w € {0,1}"}
o G = {000,011,101,110}

< Pro Gyt [Cl =4, k=2 R(G) =3

o Pro Gy |Cl=2"Yk=n—-1;, R(C,) =21
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Hammingova vzdalenost

Definice: Proslova u = v up,v=vi---v, € B”
definujeme zobrazeni

Su,v) =il <i<nu# v}

Tj. 0(u, v) vraci pocet pozic, na kterych se slova u a v
lisi. Zobrazeni § nazyvdme Hammingova vzdalenost. §
je metrikou na B":

(u,v) > 0 (=0iff u=v),
o(u,v) = (v, u),
d(u,v) < 6(u,w)+ 0(w,v).

§(011,101) = 2, §(011,111) = 1, §(0110,1001) =

nz2 4, 610123I 0145| = 2i 5'01I01| =0



Diikaz trojihelnikové nerovnosti

Chceme dokazat: d(u, v) < 0(u, w) + 6(w, v). Oznaéme:

U = {i|1§i§n,u,-7éw,-},
vV = {i|1§i§n,w,-7év,-}.

Pak U U V je mnozina indexil, na kterych se u mize lisit od v. Pro
vSechna i € {1,2,...,n}\ (UU V) plati, ze u; = w; = v;. Déle

d(u,v) < [UUVI

0(u, v) mize byt mensi, pokud u; # w; A w; # v;, ale u; = v;. Pak
ieUuUV,alei¢ {j|1<j<n,uj# v;}. Dostavame:

S(u,v) < |UU V| < U+ V] = 6(u, w) + 6(w, v). [
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Minimalni vzdalenost

Definice: Minimalni vzdélenost kédu C, zapiseme d(C),
je minimalni vzdalenost dvou riznych slov z C:

d(C) = min{é(u,v)|u,veC,u#v}

Priklady:

G, = {0011,1010,1111}, d(G) =2
G, = {0011,1010,0101, 1111}, d(G) =2
Cs = {000,111,100}, d(Cs) =1
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Koule

Definice: Necht C je néjaky kéd o délce na u € C.
Pak Bq(u) = {v € B"|6(u,v) < q} nazveme koule se
stfedem v u a polomérem q.

Dusledek: Kéd C ma minimalni vzdalenost d(C) > d pravé tehdy,
kdyz pro vSechna u € C plati

Bd,l(u) NnC= {U}




Objevovani chyb

e t chyb nastane, pokud posleme slovo u, pfijmeme slovo v a
d(u,v) = t. (Slovo u se od v lisi v t symbolech.)

Definice: Kéd C objevuje d chyb, pokud pfi odeslani

kddového slova a vzniku t < d chyb, pfijmeme vzdy
nekédové slovo.

Véta: Koéd C objevuje d chyb pravé kdyz d(C) > d.

Nejvétsi d takové, ze C objevuje d chyb je d(C) — 1.




P¥iklady

* Kontrola sudé parity:

o d(C) = 2, takZe kéd objevuje 1 chybu.
o Pro¢ d(C) = 2? Necht u,v € B™ 1 u # v. Slova zakédujeme,
dostaneme ua, vb, kde a, b € B.
o Pokud 6(u,v) > 2, pak jisté 6(ua, vb) > 2.
e Pokud §(u,v) =1, pak pravé jedno ze slov obsahuje lichy pocet jednicek
atedy a # b a §(ua, vb) = 2.

* Opakovaci kéd:

o d(C,) = n, takZe kéd objevuje n — 1 chyb.




Oprava chyb

¢ Pokud pfijmeme nekddové slovo v, opravime ho na takové
kédové slovo u, které je slovu v nejblize.

e — pro kazdé nekddové slovo musi existovat jediné kédové
slovo, které je mu nejblize.

Definice: Koéd C opravuje d chyb pokud pro kazdé ké-
dové slovo u € C a kazdé slovo v € B" takové, ze
0(u,v) < d, plati, ze slovo u ma od slova v nejmensi
vzdalenost ze vsech slov z C.

Tedy pokud v € C a §(u,v) < d, pak o(u,v) < d(w, v)
pro véechna w € C, w # u.
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Oprava chyb podruhé

Véta: C opravuje d chyb pravé tehdy, kdyz d(C) > 2d.

* Nejvétsi d takové, ze C opravuje d chyb je
d = [(d(C) —1)/2]. Priklady:

 Kontrola sudé parity ma d(C) = 2, takze opravuje 0 chyb.

» Opakovaci kéd Cs opravuje (3 —1)/2 =1 chybu.




Diikaz

Véta: C opravuje d chyb pravé tehdy, kdyz d(C) > 2d.

.<=": Necht d(C) > 2d. Déle necht ue C,v € B": §(u,v) < d.
Sporem predpokladejme, ze pro w € C, w # u plati
0(w, v) < é(u, v). Pouzijeme trojihelnikovou nerovnost:

5w, v) + 8(u,v) > 6(w, u)
Pfitom ale §(u, v) < d a zaroven §(w, v) < d, takze:
2d=d+d > §(w,v)+6(u,v) > 6(w,u).

Dostavame 2d > 6(w, u), coz je spor s predpokladem, protoze
uwe C.
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Dikaz: pokracovani

Véta: C opravuje d chyb pravé tehdy, kdyz d(C) > 2d.

+="1 Necht C opravuje d chyb. Opét sporem predpoklddejme, ze
d(C) < 2d a ze tak existuji u,v € C; u # v takova, ze

t = d§(u,v) < 2d. Rozdélme diikaz na dva pfipady.

Kdyz je t sudé. Déle necht w je slovo, které ma vzdélenost t/2 od
obou slov u, v. Slovo w sestrojime takto: necht

I:{,‘|ui7éVi}:{il,iz,...,it},
takze |/| = t. Pak w; = v; pro vdechna i € {i1, i, ..., iy/o} a wi =

pro vSechna ostatni i. Potom d(u, w) = t/2 = §(v, w), tedy
0(u,w) =d(v,w) < d, coz je spor s tim, ze C opravuje d chyb.
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Dukaz: finale

Kdyz je t liché. Pak t + 1 je sudé, pfitom t + 1 < 2d. Stejné jako v
predchozim kroku sestavime slovo w tak, Ze w; = v; pro vSechna
i€ {i,i,...,fits1)/2} @ wi = u; pro viechna ostatni /. Tzn., Ze

u,w) = (t+1)/2
o(v,w) = (t—1)/2

To je ale prasvih, protoze 6(u, w) > d(v, w), pfitom

0(u,w) = (t+1)/2 < d. Jinymi slovy: vyslali jsme slovo u, cestou se
poskodilo (t +1)/2 < d symbolt a my p¥ijali slovo w, které ma ale
blize ke slovu v! Kéd tak nem(ize opravovat d chyb. [




P¥iklady

» Kontrola sudé parity: d(C) = 2, kéd neopravuje zadnou
chybu.

» Opakovaci kéd: d(C,) = n, kéd opravuje [(n —1)/2] chyb.




Dvoudimenziondlni kontrola sudé parity

Informacni symboly umistime do matice p — 1 x g — 1, ke které
priddme jeden sloupec a jeden radek pro kontrolni soucty, tj. aby cely
radek/sloupec obsahoval sudy pocet jednicek. Posledni bit nastavime
tak, aby celé slovo mélo sudou paritu. Pfiklad pro (p, q) = (4,5):

—l— o o
OoOl—= O =
[y R Y
o O O O
oOol—= = O

Kéd opravuje 1 chybu.




Kéd dva-z-péti

¢ Binarni blokovy kéd s délkou n = 5.

Kédova slova obsahuji 2 jednitky. Celkem: (3) = 10 moznosti.

00011,00101,00110, 01001, 01010, . ..

Popularni na reprezentovani Cislic.

Dekédovani: Mlzeme pridat vahu jednotlivym pozicim: 0, 1, 2,
3, 6. Potom mizeme kdédové slovo 00101 dekddovat jako:
0-0+0-1+1-240-3+1-6=38.

Trojka je reprezentovana dvéma slovy: 10010 a 01100. Druha
moznost se pouZiva pro nulu.
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Systematicky kod

Definice: Blokovy kéd C o délce n nazyvame systema-
ticky kéd, pokud pro né€jaké k < n, pro vSechna slova
u € B¥, existuje pravé jedno slovo v € B"~* takové, ze
uv € C je kdédové slovo.

» Opakovaci kéd a kdéd sudé parity jsou systematické kody.

“R(CO) =%




Cviéeni

Jaka je d(C) kédu dva-z-péti? Jaky je informacni pomér?

Jaka je d(C) dvoudimenzionalni kontroly sudé parity? Jaky je
informacni pomér?

e Za poutziti dvoudimenzionalniho (4,5)-kédu (4 radky, 5
sloupcti) jsme pfijali slovo 01001 11101 11100 01100. Je to
kédové slovo? Pokud ne, Ize opravit?

« Trojahelnikova nerovnost fika, ze o(u, v) < 6(u, w) + o(w, v).
Existuji navzdjem rlzna slova u, v, w € B" pro né€jaké B a
néjaké n tak, ze 6(u,v) = 6(u, w) + 6(w, v)?
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