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Linedrni kédy

o Zakladni myslenka: ke kédové abecedé B pridame algebraické
operace + a - tak, abychom z B dostali téleso a z B”
vektorovy prostor.

* Kédy potom mizeme popsat rovnicemi.




Binarni linearni kédy na Z, = {0, 1}

= o+

01 -0 1
01 a 0j00
10 110 1

¢ 0 je neutrélni vzhledem k +, mame tak inverzni prvky
vzhledem k +: 0 +0 =0, takze 0= —-0a 1+ 1 = 0, takze
1=-1.

* Slova mizeme vidét jako vektory: 1101 = (1,1,0,1)
o Skalarni ndsobeni: a- (uy,...,u,) =(a-uw1,...,a-u,),a € 2.

o Scitani: (U1, ..., up) +{(vi,..., Vo) = (U1 + Vi, ..., Uy + Vp).
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Kdédy jako rovnice

Dulezité kédy jsme schopni popsat rovnicemi:

Pro slovo x délky n u kédu kontroly sudé parity

X1+x+--+x,=0

Resenim této rovnice jsou vsechna kddova slova.

Opakovaci kéd C, = {a" | a € 2}, napf. G = {000, 111}.

x1+x, = 0

Xp—1 +Xp = 0
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Vektorovy podprostor

» Opakovani: necht V je vektorovy prostor na mnoziné K. Pak
C C V je vektorovy podprostor, pokud:

oVuveC: u+4+vecC
oVaeK,ueC: a-uecC

¢ Mnozina vSech resSeni systému homogennich rovnic tvori
vektorovy podprostor.

e Tj. ZJ tvori vektorovy prostor, mnozina feSeni C tvori
vektorovy podprostor.
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Bindrni linedrni blokové kddy

Definice: Binarni blokovy kéd C se nazyva linearni, po-
kud Vu,v € C plati u+ v € C.

* V nasem pripadé: V = {0,1}", K = {0,1}

¢ Pro¢ tam nemusi byt podminka Vae K,ue C: a-ue C?

e Protoze 1-u=ua0-u=0 — potrebujeme, aby C
obsahovalo nulovy vektor. Ten obsahuje, protoze u+ u = 0.




Lemma: Pro n € N, mnozina C vsech feSeni homogen-
niho systému rovnic na mnoziné Z, je vektorovy podpro-
stor Z;. Tedy C je linedrni blokovy kéd.

e Ddsledek: pokud popiseme blokovy kéd homogennim
systémem rovnic, je tento kod linedrni.

¢ Je kéd dva-z-péti linearni? (Pro pfipomenuti: délka 5, obsahuje
vzdy dvé 1: 00011, 01010, atd.)




Chybové slovo, Hammingova vaha

Definice: Pokud posleme slovo v a pfijmeme slovo v,
pak slovo e, které ma 1 na pozicich, na kterych se u od
v lisi, se nazyva chybové slovo.

Pritom plati: v=u+eataké e=v —u(=v + u).

Definice: Hammingova vdha slova u je rovna poctu
symboll v u, které se lisi od 0.

Definice:  Minimdini vdha netrividlniho kédu C je
nejmensi Hammingova vaha slova z C kromé nulového
slova.
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Vztah minimdlni vahy a minimdlni vzdalenosti kédu

Véta: Minimalni vaha netrividlniho kédu C je rovna
d(C).

Dikaz: Smér min_weight(C) > d(C): Necht c je minimalni vdha C.
Necht u je slovo s vadhou c. Zfejmé ¢ = 6(u,0...0) > d(C).

Smér min_weight(C) < d(C): Necht d(C) = 6(u, v) pro néjakd

u,v € C. Pak jisté také u + v € C. Pfitom Hammingova vaha v+ v
je rovna 6(u, v), protoze u+ v ma 1 na téch pozicich, na kterych se
slova u, v li$i. Tedy min_weight(C) < d(C).

Celkové tak mame d(C) = min_weight(C).
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Kontrolni matice kddu

Definice: Kontrolni matice binarniho blokového kédu
C o délce n je binarni matice H takova, Ze pro vSechny

x = (x1,...,xn) € {0,1}" mame
X1 0
78 Rl I
w)  \o

pravé tehdy, kdyz x € C.
Matice H je kontrolni matici kédu C, pokud plati:
C={xe{0,1}"|Hx"=0"}
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Priklady kontrolnich matic

* Pokud jsou radky kontrolni matice nezavislé, H je n — k x n
matice. Kéd pak ma n — k kontrolnich symbold a n celkovych.

» Kontrolni matice kéddu kontroly sudé parity o délce n je matice
1xn:
H=(1...1)

» Kontrolni matice pro opakovaci kéd délky 5 je matice 4 x b:

o
OO - O
o= OO

1
0
0
0

= O O




Véta o kontrolni matici |

Véta: Pokud binarni kéd C opravuje jednoduché chyby,
pak kontrolni matice kédu C ma nenulové a navzidjem
riizné sloupce.

Dilkaz: Pokud C opravuje jednoduché chyby, pak d(C) > 2 a
minimalni vdha je také > 2. Necht H je kontrolni matice pro C. Necht
vektor b’ € {0,1}" ma 1 pravé na pozici i. Necht vektor b'Y € {0,1}"
ma 1 pravé na pozicich i/ a j. Pokud by matice H méla /-ty sloupec
nulovy, pak Hb'" =07. Ale b je pritom slovo s Hammingovou vahou
1, coz je spor s tim, Ze minimalni vaha kédu C je > 2.

Pokud by H méla stejné sloupce i a j, pak Hbiv" =0T, (Hbi’jT je
soucet sloupct 7 a j). Nicméné b’/ je slovo s vdhou 2, coz je opét
spor s tim, Ze minimalni vzdalenost kédu C je > 2. [J



Véta o kontrolni matici Il

Véta: Kazda binarni matice s nenulovymi a navzajem
rdznymi sloupci je kontrolni matice binarniho linedrniho
kédu, ktery opravuje jednoduché chyby.

Dikaz: Necht H je matice, kterd ma nenulové a navzdjem rlizné
sloupce. Z predchoziho slajdu je ziejmé, ze 74dné slovo b’ a b'¥ neni
kédovym slovem, tedy minimalni vaha a tim i minimalni vzdalenost
kédu je > 2. [




Priklad

00
H=10 1
11
... je kontrolni matice binarniho linedrniho kédu. PrepiSseme do rovnic:

(0x; +0xx = 0)

X2

x1+x = 0

Systém ma jediné, nulové feSeni. Systém tak generuje kéd C = {00}.
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Pridame sloupec. ..

H =

0
0
1

Systém ma opét jediné, nulové Feseni, takze C = {000}.

01
10
1

(=)




-
Priddme jesté jeden sloupec. ..

0 0
H=10 1
1

Kédova slova maji délku 4. Jak vypada C?

[

1
0
0

(=)

Jak by vypadalo C, kdybychom prohodili posledni dva sloupce?

Pridanim dalSich sloupcli zvySujeme pocet informacnich
symbold.

Kolik sloupci miiZze matice nejvyse mit?

¢ Takovy kéd opravuje pravé jednu chybu. Pro¢ ne dvé?
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Kdéd opravuje jednu chybu

Aby opravoval dvé chyby, musel by mit kéd C minimalni vdhu > 4.
Tedy matice musi mit > 4 sloupce. Oviem pokud ma 3 Fadky, pak
jisté existuji tfi nebo Ctyfi sloupce, jejichz soucet je nulovy sloupec.

Vezmeme libovolné Ctyfi sloupce 1, j, k, I. Protoze matice ma 3 fadky,
hodnost je maximalné 3, tak urcité alespon jeden ze sloupci je
linedrné zavisly. Necht /-ty sloupec je linedrné zavisly, tj.

H; = aj - H; + a) - Hi + a; - H;. Dva nebo tfi koeficienty musi byt
rovné 1 — feknéme, Ze bud a;, ax, nebo aj, ax, a;. Pak soucet sloupcti
i,j, k nebo sloupct i, , k, I je roven nulovému sloupci.

Coz znamena, Ze pro vektor u s 1 na pozicich /,j, k nebo i, , k, | plati
HuT =07, tedy u je kédové slovo. Ale vaha u je t¥i, nebo Etyfi,
stejné tak minimalni vdha (a tim padem i vzdélenost) kédu.
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Hammingovy kddy

Perfektni kédy pro opravu jednoduchych chyb.

Kdédova slova maji délku n = 2" — 1, m symbold je
kontrolnich. Minimalni vzdalenost je 3.

Nazyvaji se (2™ —1,2™ — m — 1) kédy, napt. (7,4).

Sloupce kontrolni matice jsou vSechny nenulové vektory
sefazené lexikograficky (= podle hodnot, pokud bychom je
prevedli na Cislo v desitkové soustavé). Pro m = 2:

011
H_(l 0 1)
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Definice Hammingova kédu

Definice: Hamminglv kéd je binarni linearni kod, ktery
ma, pro né€jaké m, m x 2™ — 1 kontrolni matici, jejiz
sloupce obsahuji vSechny nenulové binarni vektory.

Priklad kontrolni matice (jedné z mnoha) pro m = 3. Dostavame

matici 3 X 7:

[P
O O =
=
o R
==

00
H=1{0 1
10




Zakddovani

Pfedchozi matici mlzeme prepsat na tento systém rovnic:

x4+ x5+ xet+ x7 = 0
X+ x3+ X6+ x7 = 0
x1+ X3+ X5+ xx = 0
A to miZeme prepsat na:
X5 = X2+ X3+ X
X6 = X1+X3+Xq
X7 = X1+Xo+Xa

Vidime, Ze x1, X2, x3, x4 mlzeme brat jako informacni symboly a
X5, Xg, X7 jako kontrolni, které dopocitame.
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Dekddovani

e Pokud je u kédové slovo, pak HuT =0".

» Pokud nastane chyba na pozici i, pfijmeme slovo v = u + e'.
Hv™ = Hu+e)T = HuT + He'" =07 + He!" = He'" = H;

o Soudin Hv' je tak rovny i-tému sloupci matice H.

¢ V j-tém sloupci je ulozeno Cislo i/ v binarni podobé.

e — opravime i-ty znak ve slové v.
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Informacni pomér

4 4 v - 7 . m__ —_
¢ Informaéni pomér Hammingova kédu je R(C) = 22mT1 L —
=1 — 537 — mald redundance pro velkd m.

¢ Vzdy jsme ale schopni opravit jen jednu chybu.

¢ Hammingovy kédy jsou perfektni, protoze maji nejmensi
moznou redundanci na mnoziné kédi opravujici jednoduché
chyby.

o Kazdé slovo délky n = 2™ — 1 je bud kédové, nebo je od
kédového slova vzdaleno o jedna.

* (Béhem dekdédovani bud ziskdme kédové slovo, nebo ndm staci
zménit jeden bit.)
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