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Grupa

 Grupa je algebraicka struktura G = (G, +), kde + je binarni
operace na G spliujici:

°© Vx,y,z€ G:x+ (y+z) = (x+y) + z (asociativita)
o Existuje prvek 0 € G takovy, ze Vx € G : x + 0 = 0 + x = x (neutralni
prvek)

o Vx € G existuje y € G takovy, ze x + y =y + x = 0 (inverzni prvek)

* Pokud navic Vx,y € G : x+ y = y + x, pak mluvime o
komutativni grupé.

* Priklad: Z a R s klasickym s¢itanim, Z, = {0,...,p—1} s
nasobenim modulo p.
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Téleso

 Téleso je algebraicka struktura F = (F,+,-,0,1), kde + a -
jsou bindrni operace na F spliujici:

o (F,+,0) je komutativni grupa,
o (F\{0},-,1) je komutativni* grupa,
0 Vx,y,z€ G:x-(y+2z)=x-y+x-z (distributivita).

¢ Dasledky pro x,y,z € F:

x -1 =x, xy = xz implikuje y = z.
x+y€Faxye€F.Pokud x # 0,y # 0, pak xy # 0.

Kazdy prvek x ma opacny prvek —x takovy, ze x — x = 0.
Kazdy prvek x # 0 ma inverzni prvek x—! takovy, Ze xx~! = 1.

O O O O

¢ Priklady: R s klasickym scitdnim a nasobenim, Z, modulo p,
pokud je p prvocislo.
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Vektorovy prostor

Definice: Necht F = (F,+,-,0,1) je téleso. Vektorovy
prostor na F je struktura V obsahujici neprdzdnou mno-
Zinu vektor( V/, binarni operaci +: V x V — V a binarni
operaci -: F x V — V takové, ze Va,b € F,u,v € V:

e (V,+) je komutativni grupa,

o (ab)v = a(bv),

* a(u+v) =au+ av,

e lu—=u.




Priklad vektorového prostoru

* Necht F je téleso. Pak mnozina F" = {(a1,...,a,) |a; € F},
kde scitani 4+ vektor(i a nasobeni - vektoru je definovano
klasicky, tvori vektorovy prostor.

*R,Z,, ...

* Pro p = 2 dostdvame u Z, vektorovy prostor, ktery jsme
pouzili u binarnich linedrnich kédu.




Vektorovy podprostor

o Necht V je vektorovy prostor na télese F. Pak ) # U C V' s
operacemi + a - nazveme vektorovy podprostor, pokud plati
Yu,ve U,a€e F:

ocu+ve U,
o aue€ U.

* Priklad: Pro téleso F, mnozina {(0,ay,...,a,) |a; € F} je
vektorovy podprostor prostoru F”.

* {0} je trividlni vektorovy podprostor.




Linearni kombinace

e Linearni kombinace vektor( uy,...,u, € V je vektor
aju; +---+ayu,, kde a1,...,a, € F.
¢ Pokud mame danou mnozinu vektord ug, ..., u, € V, pak

mnozina vsech linearnich kombinaci téchto vektord tvori
vektorovy podprostor prostoru V.

« Tento podprostor znacime obal({uy, ..., u,}).
 obal({uy,...,u,}) je nejmensi podprostor obsahujici vektory
ug,...,U,.
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Nezavislosti vektorl, baze, dimenze

¢ Mnozina vektorll U C V se nazyva linedrné nezavisla, pokud
zadny vektor u € U neni linedrni kombinaci U \ {u}.

o Baze prostoru V je linedrné nezavisla mnozina U C V/, pro
kterou plati obal(U) = V.

» Pokud je U béze prostoru V, pak ma prostor V dimenzi |U|.

e Pokud U = {ey,...,e,} je baze prostoru V, pak pro kazdé
u € V existuji unikatni skalary aq, ..., a, € F tak, ze
u=ae +---+ ase,.

o Pokud |F| = r, pak kazdy k-rozmérny vektorovy prostor na F
ma r* prvki.
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Linedrni kédy

Definice: Necht F je konecné téleso. Pak linearni (n, k)
kéd je k-dimenzionalni vektorovy (linearni) podprostor
prostoru F".

e Linedrni (n, k) kéd ma k informacnich symbold a n — k
kontrolnich.

* Necht C je linedrni (n, k) kéd. Pak ma bazi ey, .. ., e.

» Kazdé slovo v € C lze vyjadrit jako linedrni kombinace vektori
baze: v = Zf;l u;e;. Koeficienty u; € F tvori slovo u délky k.

¢ A naopak: kazdé slovo u délky k definuje kédové slovo v:

k
V=) ue
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-___________________________________
Priklad

Baze kédu sudé parity délky 4:
e; = 1100, ep =1010, e3=1001
Slovo v = 0011 vyjadfime jako
v=20-1100+1-1010+ 1-1001, (u=011)

Slovo v = 1010 jako

v=0-1100+1-101040-1001,  (u = 010)




Generujici matice

Definice:

Pokud je C linearni kéd s bazi ey, . .., ek, pak matice G
typu k x n a tvaru

e e11 ... €1n

ey (=775 ekn

se nazyva generujici matice kédu C.




Priklad generujici matice: kdd sudé parity

Generujici matice kédu sudé parity délky 4:

1100 e
G=11010]=|e
1 0 01 e3

(Jak by vypadala matice pro kéd liché parity?) Co musi platit:
» Kazdy radek je kédové slovo.

o Rédky jsou nezévislé.
e Kéd ma délku 4, matice musi mit 4 sloupce.
e Kéd md 1 kontrolni a 3 informacni symboly, musi mit 3 radky.

o Kazdé kédové slovo Ize vyjadrit jako kombinace radk( matice.
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Elementdrni Gpravy generujici matice

» Pokud je G generujici matice kédu C, pak matice G’ vznikla z

G pomoci elementarnich fadkovych maticovych Gprav je opét
generujici matici kédu C.

1100 1 001
1010|~(0101
1 001 0 011




Dalsi priklad

e Necht F = Z3. Matice

110000
002200
111111

je generujici matice linearniho (6, 3) kddu.

o Radky jsou nezavislé, takZe tvofi bazi 3-dimenzionalniho
podprostoru prostoru F°.

110000 110000
002200f|~{001100
111111 000011

¢ Kéd C obsahuje slova 112200, 220011, atd.
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Kédovani

* Necht G je k x n generujici matice obsahujici vektory
€1,...,€.

o Kazdy vektor u = uy ... ux jednoznacné definuje vektor v:

V=301, ue;
e Tedy v=uG

¢ Slovo u tak mizeme zakédovat pomoci predpisu:

e(u) =uG
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Systematicky kod

* R{zné generujici matice vedou k rliznym pravidlim kédovani.

* Nejbéznéjsi zplsob je systematicky kod: vybereme vy ... uy
symboll a doplnime uyy1 ... u,.

* Generujici matice ma pak tvar G = (E|B), kde E je
jednotkovd k x k matice a B je k x n — k matice.

Definice: Linearni kdd se nazyva systematicky, po-
kud ma generujici matici tvaru G = (E|B).




Priklad generujici matice systematického kddu

Generujici matice kédu sudé parity délky n = 4:

= O O
S

10
01
00

Generujici matice Hammingova (7, 4) kédu:

10
01
0 0
00

o = OO
= O O o
= = = O
H = O R
R O R R




Priklad kédovani

Zakédujeme slovo u = 100 pomoci kédu sudé parity:

1001
(100-{0o101]=(o00 1)
01 1

o

Vysledné kédové slovo je v = 1001.

Pripadné mizeme slovo v spoditat pomoci koeficient(i a vektor(i baze:

=1-(1001) + 0 - (0101) + 0 - (0011) = (1001)




Ekvivalentni kéd

Definice: Kédy C; a G, se nazyvaji ekvivalentni, pokud

existuje permutace m mnoziny {1,..., n} takova, ze pro
vsechna uy,...,u, € F:
Ui, ..., Up € Cp pravé kdyz ur(y), ... Uz(n) € G2

e Hammingtiv (7,4) kdd je systematicky, kod sudé parity délky 4
je systematicky. Linedrni (6, 3) kéd z predchozich slajdd neni
systematicky, ale je ekvivalentni systematickému kddu.

Véta: Kazdy linearni kdd je ekvivalentni systematickému
kédu.
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Kontrolni matice

Definice: Matice H, ktera ma n sloupcli a obsahuje
prvky z télesa F se nazyvd kontrolni matice linedrniho
kédu C, jestlize pro vsechna slova u € F" plati

u € C pravé tehdy kdyz Hu' =07.




Vztah kontrolni a generujici matice

Véta: Pro systematicky kéd C s generujici matici G =
(E1|B) plati, Ze matice H = (—BT|E;) je kontrolni ma-
tice kédu C, kde E;j je jednotkova matice typu k x k a
E; je jednotkova matice typu n — k x n — k.

Dusledek: Kazdy linearni (n, k) kéd ma n — k x n kontrolni matici o
hodnosti n — k.




Priklady kontrolni matice kédu sudé parity

Generujici matice paritniho kédu n =4, k = 3:

1
G=10
0

o = O

01
0 1| =(&|B)
11

Takze kontrolni matice H = (—B'|E,) by vypadala: —BT = (111),
E, by byla typu 1 x 1, tedy (1):

H=(1 11 1)




Priklad kontrolni matice Hammingova kddu

Pro Hammingiv (7,4) kéd mdme generujici matici:

1000011
01007101
G_0010110_(E1’B)
0001111
Kontrolni matice:
0111100
H=(-B"|E)=[1 011010
1101001




Diikaz

Dikaz: Mame ovéfit, Ze podprostor C generovany generujici matici G
je shodny s podprostorem C’ viech fedeni rovnice Hv' = 0. P¥itom

plati:
HGT = (-BT\EQ) : (%’) = BTEL+EBT=-B"+BT =0
€1
Tedy pokud G = (E1|B) = | ... |, pak He] = 0 pro viechna i. Z
€k

toho vyplyva, Ze viechna e; jsou FeSenim rovnice Hv' =0 a e

{el, N ,ek} c C’. Pokud {el, N ,ek} c C,, pak i
obal({e1,...,ex}) C C', pficemz obal({ey,...,ex}) = C. Prostor C
je tak podprostorem prostoru C’.
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Pokracovani dukazu

G=(E|B), H=(-B'|E)
Nyni miZzeme dokazat, Ze plati i C D (', ale stadi ndm dokazat, Ze

prostory maji stejnou dimenzi, coz bude jednodussi.

Matice G a tedy i matice B ma k (linedrné nezavislych) radka.
Dimenze prostoru C je tak rovna k.

Jednotkova matice E, je radu n — k, takze matice H mé hodnost
h(H) = n — k. Odtud plyne, Ze mnozina vSech feSeni rovnice
HvT = 0 tvofi podprostor dimenze n — h(H) = n — (n — k) = k.

Dimenze prostorii C a C’ jsou stejné, plati C C C’, takze C = C'. [

25235



Dekddovani: Syndrom

» Opakovani: pokud odesleme slovo u a prijmeme slovo v, pak
slovo e = v — u nazyvame chybové slovo.

¢ Pozor — uz neplati rovnost v—u =v + u.

Definice: Necht H je m x n kontrolni matice kédu
C. Syndrom slova v je slovo s definované jako

s’ = Hv'.




Vztah chybového slova a syndromu

Véta: Pokud vysleme kédové slovo u, pfijmeme neko-
dové slovo v, tak chybové slovo e = v —u a slovo v maji
stejny syndrom. Tedy plati:

He” = Hv'

Diikaz: (vyuZivéme faktu, e Hu” =07)

He" = Hv—u)" = HvT — HuT = Hv — 07 = HAv’
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Trida slova e

* Necht C je linearni (n, k) kéd s kontrolni matici H, ktera
vznikla z generujici matice G.

¢ Pro vsechna slova e € F" definujeme mnozinu
e+ C={e+ulueC},

kterou nazveme trfida slova e.

¢ e+ C je mnozina vsech slov, kterda mizeme prijmout, pokud
nastane chyba e.
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Vlastnosti tridy slov

Pro libovolnd e, e € F":

Pokud e € C, pak e+ C = C.

Bude+ C=¢e+C,neboe+Cne + C=0.

Pocet slov v kazdé tridé je roven poctu kédovych slov, tj.
le+ C| =|C|.

Vsechna slova z e + C maji stejny syndrom.




-___________________________________
Priklad

Binarni (4,3) kdd sudé parity délky 3:
C = {000, 101,110,011}
Zvolme e = 110:
e+ C = {110,011,000, 101}

Zvolme € = 010:

e’ + C ={010,111,100,001}




Dekddovani

* Reprezentant tfidy e + C je slovo r, které ma minimalni
Hammingovu vahu ze vsech slov z e + C.

Obecny princip dekédovani pro jakykoliv linedrni kéd:

PFijmeme slovo v. Spo¢itdme syndrom: s” = Hv'.

Z tfidy slov s + C nalezneme reprezentanta r. (Proc?
Predpokladdme, Ze nastalo co nejméné chyb. Cim mensi vahu
slovo r bude mit, tim méné znak( zménime.)

Dekédujeme na slovou =v —r.
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Priklad

Kontrolni kéd sudé parity délky 3 neopravuje zadnou chybu. Kontrolni

matice:
H=(1 1 1)

Vysleme slovo u = 110, pfijeme slovo v = 100. Spocitdme syndrom:
s=(1 1 1)-(1 00 =1

Syndromu s = 1 odpovida tfida 100 + C = {010, 111,100, 001}.
Vybereme reprezentanta — problém, t¥i slova maji vdhu 1. Pokud
vybereme e = 010, opravime spravné:

u=v—e=100-010=110
Pokud vybereme e = 001, opravime Spatné:

u=v—e=100-001 =101



Pouceni z prikladu

o Pokud ma linedrni kéd opravovat chybu, musi ve tfidé e + C
existovat vzdy jediny unikatni nejmensi reprezentant tridy.

Véta: Pokud ma linearni kéd C minimalni vzdalenost
d(C), pak kéd opravuje t < d(C)/2 chyb. Pokud
doslo béhem prenosu k t chybam, kterym odpovida
chybové slovo e, tak trida e+ C obsahuje pravé jedno
slovo o vaze < d(C)/2 a to slovo e.




Diikaz

Dokazeme, Ze pokud linearni kéd C opravuje t chyb, které
reprezentuje chybové slovo e o véze t, tak tfida e + C obsahuje pravé
jedno slovo o vaze < d(C)/2 a to slovo e.

Predpokladejme, ze jsme poslali slovo u, prijali slovo v a béhem
prenosu nastalo t chyb, e =v —u a |e| = t, kde |e| je vdha slova e.

Sporem predpoklddejme, ze tfida e + C obsahuje riznd slova vy a v
takovd, ze |v1| < d(C)/2 a |v2| < d(C)/2. Pak ale také

d(v1,v2) < d(C). Pfitom ale vi = u; + e a vo = uy + e pro néjaka
u,up € C. Po dosazeni mame d(u; + e,ux +e) < d(C) a tedy i
d(u1,u) < d(C), coz je spor s tim, ze uj,up € C. Tfida e + C tak
obsahuje jediné slovo o vize < d(C)/2. Pfitom plati, ze 0 € C, takze
e+0=e E e-|— Calel= t < d( )/2. Tedy e je jediné slovo v tfidé



Priklad

Hamminglv (7,4) kéd ma kontrolni matici:
0001111
H=10 110011
1010101

Slovo ey = 0000000 ma syndrom 000, slovo e; = 1000000 ma
syndrom 001, slovo e; = 0100000 ma syndrom 010 atd. Dostdvame
tak tfidy eg + C,e; + C,ex + C, ... a reprezentanty eg,ej,€;...

Pro v = 1010111 mame Hv’ = (110)”. Syndrom 110 m4
reprezentanta eg = 0000010, takze dekédujeme

u =v — 0000010 = 1010101.
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