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Reed-Mullerovy kédy

 Binarni linedrni blokovy kéd, znacime R(r, m).

e Délka kédu je n =27

* Potet informaénich symboli: k =7, ()

e Minimalni vzdalenost: d = 2"~"

e Opravuje 2™~ "~1 chyb

e Pojmenovano po Irving S. Reed a David E. Muller. Muller objevil
kéd samotny, Reed vymyslel , jednoduchy” zplsob dekddovani.

* R(1,5) je (32,6) kdd, ktery vyuzil kosmicky kordb Mariner 9 pfi
vysilani fotografii z Marsu v roce 1972.




Boolovské funkce




Boolovské funkce

» Boolovska funkce m proménnych je zobrazeni Z5' — Z,.

e Zapisujeme napt. pomoci tabulky:

x|0101010 1
?8(1)(1)1 %»|0 0110011
f3|1011 x3/0 0001111

FFIT 1011101

* Hodnoty proménnych x; zapisujeme tak, aby sloupce tvorily
Cisla 0,1,...,2™ — 1 v bindrnim zapise.

5252



Reprezentace boolovské funkce

Boolovskou funkci o m proménnych miZeme reprezentovat jako slovo
délky 2. Napf. funkce

x|001 010101
?8(1)21 %[0 0110011
73“011 x3/0 0001111

7111011101

muZeme reprezentovat jako slova f/ = 1011 a f” = 11011101, tj. jen
jako posledni radek.

Jakékoliv slovo o délce 2™ reprezentuje néjakou boolovskou funkci.
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Definice boolovské funkce

Definice: Slovo f € Z3" tvaru f = fofy... fm_1, na-
zveme boolovskou funkci o m proménnych, definovanou
predpisem f(ji, j2,. .. ,jm) je rovno f;, pokud ma j binarni
rOZVOJ ./m./m 1- ./1-

Priklad: necht f = 11110010 je boolovska funkce o 3 proménnych.
Pak (0,0, 1) vyhodnotime jako ¢islo 1002, coz odpovida Eislu 419,
takze (0,0,1) =

x|001 010101
|00 110011
x3/0 0001111
flt111 010




Zajimavé funkce

e Nulovd funkce 0 =0...0

o Funkcel=1...1

¢ V proménné Xx; se vzdy pravidelné stfidaji skupiny 2= nul a
2/~ jednicek.

x|001 010101
|0 0110011
x3/0 0001111
fl11110010




Proménna jako funkce

¢ Samotné proménné x; jsou také funkcemi. Nap¥. pro m = 2
mame x; = 0101 a x, = 0011:

* Plati, ze funkce f’ = x; dvou proménnych je funkce dvou
parametr( '(x1, x2), pro kterou plati

f/(Xl, X2) = X1 = 0101
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Logické operace

» Pouzijeme definice operaci + a -, které jsme pouzili u
bindrnich linedrnich kédd, tj. s¢itani a nasobeni modulo 2.

» Pak pro boolovské funkce f = (fy, f,...,fhm_1) a
g = (8, 8&1,--.,8m_1) a prvek x € Z, definujeme operace:

f-g (fo-go,fi 81, fom_1- Gom_1)
f+g = (h+g.fi+g,. ..,m1+gm_1)
x-f = (x-fo,x fi,....,x  fom_1)
x+f = (x+fo,x+h,....x+ Fhm_y)

~f = 1+f

fof = f
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Pozorovani (Currying)

Pokud mame funkci f o tfech proménnych, pak slovo fyfifafs je
zéroven funkce dvou proménnych tvaru f(xi, x2,0).

x|01 010101
|0 0110011
x3/0 0001111
fl101 110010

Pokud definujeme g(x1, x2) = f(x1, x2,0), pak g = 0111, prvni Ctyfi
symboly funkce 7. Podobné pro f(xi,x2,1). Obecné:

f(Xl,Xz, ooy Xm—1, 0) = fbfl . e f2m—1_1

f(Xl, X2y .oy Xm—1, 1) = fzm—l f2m—1+1 e fgm_l
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Boolovské polynomy




Boolovské polynomy

Boolovské funkce miZzeme také reprezentovat jako soucty a souliny
funkci x; a 1. Priklad: f = 0111.

olo o
="

0
1
1

-5 X
===

Funkci mizeme prepsat takto: f = x; + xo + X1 - x», protoze:
0101 + 0011 + 0101 - 0011 = 0101 + 0011 4+ 0001 = 0111

Tomuto tvaru fikdime boolovsky polynom. Lze kazdou boolovskou
funkci zapsat jako polynom?
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Boolovské polynomy 2

o Plati, ze x> = x;, x! = x; a x? =

» Boolovsky polynom m proménnych je soulet funkce 1 a ¢leni

i i im
X' Xy .. X

m>

kde i1,...,im € Z>. Pro m = 3 mame:
1,00 _
01,1 _
0,00 _

X1 X%x3 = 1
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Boolovské polynomy — definice

Definice: Boolovsky polynom reprezentujici boolovskou
funkci £ o m proménnych je vyraz ve tvaru

kde q; € Z» a Cislo i ma binarni rozvoj imim—1 ... .
Pro funkce dvou proménnych tak ma polynom tvar
qol + qix1 + gax2 + gzx1X2
a volbou koeficienti g; uréujeme, jestli v polynomu dany ¢len ,bude”

nebo ,,nebude”.
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Priklad

e Prof =x, +x1X% a m=2 mame:
Qo + Gi1X1 + G2X2 + G3X1X2,
kde go=q1 =0, q=g3=1
¢ Pro f =00001111 a m = 3 mame:

go + g1X1 + GoXo + q@3X1X2 + Qax3z + Q5X1X3 + QeXaX3 + Q7 X1 X2 X3,

kde g4 = 1 a zbytek je nula.




Snizeni poctu proménnych

Véta: Pro kazdou boolovskou funkci m + 1 proménnych
f(X1, .-y Xmy Xm+1) plati

f=7Ff(xt, oy xm 0) + [F(x1, .oy Xm, 0) + F(x1, .oy Xmy 1)] - Xmt1

Dilkaz: Dosadime za x,+1 jedna a nula.

Pokud tento postup pouzijeme rekurzivné dédle, mizeme takto ziskat z
boolovské funkce boolovsky polynom.




Priklad

Prevedeme funkci dvou proménnych f = 0111 na polynom.
f =01+ (01+ 11)xo = 01 + 10x>
Dale vidime, Ze

01 = 0+(0+1)xy =x1
10 = 14(1+0)xy=14+x3

Takze
f=01+10x = x1 + (1 + X1)X2 = X1 + X2 + X1 X2.
Funkce 0111 odpovida polynomu x3 + xo + x1x2.
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Dusledek

» Kazdy boolovsky polynom jsme schopni prevést na boolovskou
funkci. (Zkratka vse seéteme/vynasobime.)

¢ Kazdou boolovskou funkci jsme schopni prevést na boolovsky
polynom.




4 - 4 4 m
Béze linedrniho prostoru Z3

Véta: Méjme vektorovy prostor Z,, kde n = 2. Nasledujici
polynomy o jednom scitanci tvori bazi B tohoto vektorového prostoru:

1,
X1y X2y« ooy Xmyy
xixj pro i,j€{l,...,m},

X1X2 ... Xm




Diikaz

Vime, Ze kazda boolovska funkce délky n = 2 Ize vyjadfrit jako
boolovsky polynom o m proménnych. Obalem baze B je zfejmé cely
vektorovy prostor Z3. Zbyva dokazat, Ze vektory/polynomy baze jsou
nezdvislé.

Dokazeme, Ze poclet polynom( v bazi B je shodny s dimenzi prostoru

Z4 (dimenze je n = 2™). Mdme 1 polynom stupné 0, m polynomd
stupné 1, () polynomii stupn& 2 atd. Celkem mame

B () @) () ()50 -

polynom. (Rovnost vysvétlena na dal$im slajdu.) OJ
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Binomicka véta

Pro¢ plati rovnost na predchozim slajdu? Binomicka véta fika:

(x+y)" = i (':)x’"‘kyk.

k=0

Pokud dosadime x = y = 1, mdme:

506 () @ () ()




Stupen polynomu

Polynom 0 ma stupen —1. Polynom 1 ma stupen 0. Stuper ostatnich
boolovskych polynomii

2m—1

i i)
f= E Qi - X{' Xy .. X
i=0

je maximalni vaha slova i1/ ... iy, takového, Zze g; = 1. Tedy je to
nejvetsi pocCet proménnych, které se vyskytuji v néjakém scitanci.
Priklady:

e Polynom 1 + x; + x;x» ma stupen 2,

e polynom x3x3 + X3 XoXx3 ma stupen 3.
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Reed-Mullerovy kédy

Definice: Reed-Mullerovym kédem stupné r a délky 2™
se nazyva mnozina R(r, m) véech boolovskych polynomu
m proménnych stupné nejvyse r.

Kédova slova Reed-Mullerovych kédl tak jsou polynomy.

Priklad: Kédy R(0, m) jsou kédy, které obsahuji polynomy o stupni
maximalné 0, tj. obsahuji pouze 0 a 1. Jedna se tak o opakujici kéd
délky 2.




Priklad Reed-Mullerovych kédi

18.3. Pfiklad: V3echny Reedovy-Mullerovy kody délky 4
0 0000 R(-1,2)

1 111 R(0,2)

Xy

X2

Xy + X,

1 +x

1 +x;
T+ x +x

Ll == -]
O R O MmO -
[ o R S U )

R(1,2)

XX,
1+ xyx,

Xy + XX,

Xz + XX,

Xy + Xy + XX
I+ X+ X%y
1+ x5 + %1%,

T4 x; + x + X%

[l i == I i e =
O OO~ =0O
O O OO

R(2,2)
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Generujici matice

¢ Reed-Mullertiv kéd je linearni, protoze soucet dvou polynomd
stupné nejvyse r je také polynom stupné nejvyse r.

» Generujici matice tvofi vSechny polynomy obsahujici jediny
vyraz ve tvaru soucinu o stupni < r. Matice kédu R(2, 3):

11111111y
01010101 X
00110011 X3
G={00001111 X3
00010001} x,x,
00000101 XX
0000001 1] x,x,
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R(1,3) — Hamminglv kéd

Podivejme se na generujici matici R(1, 3):

O = |
= O Ol
= O =
[l
e e

111 1
01 0
X2 010 1
0|0 O

Je to generujici matice rozsifeného Hammingova (7, 4) kddu.

Rozsiteny Hammingiv kéd = ke kédovému slovu Hammingova kédu
se prida jeden symbol tak, aby vysledné kédové slovo mélo sudou
paritu.

Odstranénim prvniho fadku a sloupce ziskame klasicky kéd.
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Kédovani

e Slovo, které chceme zakédovat, ma délku k, kde

=2 (1)

i=0

¢ Pokud chceme zakddovat slovo u, pak symboly u; nam frikaji,
které souciny z generujici matice budou ve vysledném
polynomu.

« Déle postupujeme standardné&, kédovani e : Z5 — R(r, m)
bude probihat takto:
e(uy=u-G
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Priklad kédovani

Pouzijeme generujici matici:

11111111y
01010101 X
00110011 X3
G={00001111 X3
00010001} x,x,
00000101 XX
0000001 1] x,x,

Zakédujeme slovo 0010110:

0010110 - G = x2 + x1x2 + x1x3 = 00100111

\/3{)d|g1e ze kodovani odpovida kédu sudé parity.



Vlastnosti

R(m, m) = 73"

R(m —1,m) je (2™,2™ — 1) kdd sudé parity (ale neni
systematicky, viz priklad).

R(0, m) je (2™, 1) opakovaci kéd.

Minimalni vzdalenost R(r, m) kédu je 2™~".




Geometricka interpretace




Analytickd geometrie: opakovani

Mame Euklidovsky prostor R3, ktery tvo¥i vektorovy prostor, a body
x1xox3 € R3. V R3 mame pfimky popsané parametricky

a+th,
kde a,b € R3a t € R,b # 0. Plochu popideme jako

a+ tb + sc,

kde a,b,c € R3, b, c jsou linedrné nezavislé a t,s € R.




Bindrni Euklidovsky tridimenziondlni prostor

Body tohoto prostoru bude mnozina Z3. Tzn., e prostor obsahuje
konecné mnoho bodil! Konkrétné osm. Miizeme je vSechny zobrazit
do tabulky.

Bod
po = 000
p1 =001
p2 = 010

P3 = 011

pP7 = 111




Charakteristicka funkce bodu

Kazdému bodu p; € Zg’ pritadime charakteristickou funkci
f="ffs...1fy. Plati, ze

1 ud i — i
F(pr) = Fifo... fifo, kde f = { pokud j =1
0 jinak
Tabulka:
Bod Charakteristicka funkce f
po = 000 00000001
p1 = 001 00000010
p> = 010 00000100
p3 = 011 00001000
p7 = 111 10000000
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Charakteristickd funkce mnoziny

Pokud P C 73, pak miZeme definovat charakteristickou funkci f

mnoziny P takto:
f(P)=)p
peP

Jinymi slovy, f(P) = f7fs ... fify, kde f; = 1 pravé tehdy, kdyz p; € P,
jinak f; = 0. Priklad:

f({p1,p7}) = 00000010 + 10000000 = 10000010
f(#) = 00000000
f(Z3) = 11111111



P¥imka v Z3

PFimka je opét popsana parametricky jako
a+tb,

alea,b e Z% ateZyb#0. Pfimka tak ma pravé dva body a,a+b.

Naopak kazda dvojice riiznych bodl a, b tvori primku danou
predpisem
a+ t(b —a).

Mnozina vSech pfimek pak vypada takto:
{{Po; P1}, {Po, P2}, - - -, {Ps,P7}}. Celkem jich je

8
=27.
(§)-r
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Plocha v Z3

Plocha je také popsana parametricky
a+ t1by + to2bo,

kde a,by,bs € Zg, b1, by jsou nezavislé a ty, to € Z5. Plocha se tak
sklada ze étyr bodu

a, a+b;, a+by, a-+b;+bs

Vsechny Ctyfi body budou po dvou riizné, coz vyplyva z nezavislosti
b1 a b2.




Vechny plochy v Z3

Plane

Characteristic Function Boolean Polynomial

{P1,p3,ps,p7}
{p2: Ps3, Ps, P'l}
{ P4, Ps; Pe, P7 }
{Po,P2,P4,p6 }
{Po,P1,P4,Ps }
{Po,p1,P2,ps}
{P1,P2,ps, 6}
{PI:PS»IM;PS}
{P21P3-P4nps}
{PI,P21P4,P7}
{pﬂn P3, P4, P'I}
{Po,Pz,p5,P7}
{DO,PI,PG,IH}
{pO) Ps, Ps, Ps}

10101010
11001100
11110000
01010101
00110011
00001111
01100110
01011010
00111100
10010110
10011001
10100101
11000011
01101001

Zo

£

z2

142z
l+21
14z,
o+
Zo+ z2
z1+ 22
ot z1+ 29
l14+z0+2
1+zo+22
l+z1422
l+zo421+ 22




Plocha jako boolovsky polynom

Vsimnéme si — kazda plocha P ma svou charakteristickou funkci
f(P), coz je boolovska funkce. Kazdd boolovska funkce Ize prevést na
boolovsky polynom.

Mnozina vsech ploch tvofi kéd R(1,3), protoze obsahuje viechny
polynomy o 3 proménnych a stupni maximalné 1.




Plocha jako mnozina reseni rovnice

Vsechny plochy prochazejici poéatkem (a = 0) jsou popsany rovnici
hoxo + hix1 + hoxo = 0.

Zvolime koeficienty h; a dopocitdme souradnice x;. Napf. pro
hg =0,h; =1 a hp =1 mame rovnici

0-x0+x1+x =0.
MnozZina feSeni rovnice ma tvar

{0007 011, 100, 111} = {p07 P3; P4, p7}

To odpovida plose 10011001, neboli 1 + xp + x1. Dosazenim vsech
kombinaci za h; ziskdme vSechny plochy prochazejici pocatkem.
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Plocha jako podprostor

Véta: Plocha P prochazejici po¢atkem 0 je dvoudimenzionalni

podprostor prostoru Zg.
Dukaz: Kazda plocha P prochazejici pocatkem lze parametricky

vyjadfit jako 0 + t;b1 + toby. Obsahuje tak body
07 bla b27 bl + b2
Plocha tak obsahuje nulovy vektor. Ovéfime uzavrenost na scitani:

b;+b, € P
(b1+b2)+b1:b2 e P
(b1 +by)+by=b; € P
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Ostatni plochy

Snadno ovéfime, ze ostatni plochy Ize popsat rovnici
hoxo + hix1 + hoxo =1
Kazou plochu tak Ize popsat rovnici

hoxo + hix1 + hoxo = c,

kde ¢ € Z>.




Primky jako prlnik dvou ploch

Véta: KaZdou primku a + tb Ize popsat jako prinik dvou ploch.
Duakaz: Necht b, d, d’ jsou bazi prostoru Zg. Dale méjme plochy

P,:a+tb+sd=1{a,a+ba+da+b+d}
Py:a+th+sd ={aa+ba+d,at+b+d}

ProtozZe jsou body b, d a d’ nezavislé, plati, Ze body
{a+d,a+d,a+b+d,a+b+d} jsou po dvou rizné. Prinik je
tak roven

PiN P, ={a,a+b} (=a+th).




Plocha jako coset

Véta: Pro kazdou plochu P : a+ t;b; + tyby existuje
dvoudimenzionalni vektorovy podprostor K prostoru Zg takovy, ze
mnozina a+ K = {a + x| x € K}, je rovna plose P. Mnoziné a+ K
fikdme ,,coset vektorového podprostoru K prostoru Zg

Duakaz: Dvoudimenzionalni podprostor K je roven néjaké plose, ktera
prochazi pocatkem. Plocha K tak bude mit tvar

K : 0+ t1b; + toby = {0, by, by, by + by}
Mnozina a + K pak bude vypadat takto:
a+ K=1{a,a+bj,a+by,a+b;+by},

coz jsou presné body plochy P. [
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Afinni podprostor

O cosetu v predchozi vété fekneme, Ze se jedna o afinni podprostor
dimenze 2. Jinym slovem také flat.

Pokud ma flat dimenzi s, mluvime o s-flatu. 3-flat je tak cely prostor
73, 2-flat jsou plochy, 1-flat jsou primky a O-flat jsou body.

Stejné, jako jsme vSechny plochy vyjadrili pomoci cosetil podprostoru
dimenze 2, mlzeme vSechny pfimky vyjadfit jako cosety podprostoru
dimenze 1 atd.

Pokud mame dva flaty L a L/, které maji charakteristické funkce f; a

fi: pak jejich pranik LN L’ je roven souinu f; fyr.
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B ——
R(1,3) a R(2,3)

Reed-Mulleriiv kéd R(1,3) je roven mnoziné vSech charakteristickych
funkci vSech ploch v prostoru Zg. Viz vycet vSech ploch.

Reed-Mulleriiv kéd R(2, 3) je roven obalu mnoziné vsech ploch a
vSech primek. Pro¢ nestaci jen mnozina ploch a primek?

Polynom xg + x1x2 je stupné 2 a tak je v R(2,3). Pfitom ma
charakteristickou funkci 01101010. Funkce ma Ctyti jednicky, coz
znamena Ctyfi body. P¥imka je pfitom tvorena dvéma body. Tj.
neexistuje pfimka, kterd by popsala polynom xp + x3xo.

Stadi ale vzit plochu xp a pfimku danou soucinem ploch xy x> jako
linedrni kombinaci.
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Zobecnéni prostoru Z3

Necht Z75" je bindrni Euklidovsky m-dimenziondlni prostor, ktery
obsahuje 2™ bodl pyg, ..., pom_1, kde

p0:00...00,p1200...01,...,p2m_1:11...11

Dale necht K je vektorovy r-dimenziondlni podprostor Z3'. Kazdy

coset
at+K={at+b|beK}

se nazyva r-flat.
Véta: Charakteristickd funkce r-flatu je zaroven boolovsky polynom

stupné m —r.
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Reed-Mullerovy kédy jako r-flaty

Reed-Mulleriiv kéd R(r, m) mizeme vidét jako obal
charakteristickych funkci flati o dimenzi nejméné m — r.

* R(1,3) jsou s-flaty, kde s > 2, tedy s € {2,3}, tj. obal ploch
a celého prostoru.

* R(2,3) jsou s-flaty, kde s > 1, tedy s € {1, 2,3}, tj. obal
primek, ploch a celého prostoru.

* R(3,3) jsou s-flaty, kde s > 0, tedy s € {0,1,2,3}, tj. obal
bod(, primek, ploch a celého prostoru.
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Dekodovani




Skalarni soudin

Skalarni soudin slova=a;---a, ab=by--- b, je roven

a-b:zn:a;-b;.
i=1




Algoritmus pro dekdédovani

Prvni krok: pfijeme slovo w, spocitdme paritu viech (r + 1)-flatd.
Rekneme, ze flat L ma sudou paritu, pokud w - L = 0, jinak ma lichou
paritu.

Rekurzivni krok: pro vSechny s = r,r —1,...,0 spoditdme paritu
s-flatu L tak, Ze fekneme, ze L je sudy, pokud je L obsazen ve vice
sudych (s + 1)-flatech nez v lichych. Jinak je lichy.

Posledni krok: Opravime i-ty bit slova w pravé tehdy, kdyz 0-flat {p;}
ma lichou paritu.




