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Uvod

o P¥i prenosu dat mize dojit k chybé — jak odhalit chybu?
(zndte: CRC, hash) Jak opravit chybu?

Chyba mize byt dvojiho typu:

1. Zaména znaku: 101010 — 101000 (o tento typ se budeme zajimat)
2. Vytvoreni nového znaku: 101010 — 1010101. Pohlceni znaku:
101010 — 10110

Zakladni princip: redundance informace.

Cestina je hodné redundanti: ,,opakkvani" — ,opakovani®,
ale ,sekers” — ,sekera” nebo ,sekery”?

Vsechna rodna cisla vytvorena od roku 1986 vietné jsou
délitelnd jedenacti.
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Priklad kédovani objevujici jednu chybu

Kontrola sudé parity: kéd doplni na konec bindrniho slova 0/1
tak, aby slovo mélo sudy pocet jednicek.

Vstupem je slovo w € {0, 1}+, doplnime ¢ € {0, 1}, vznikne
slovo wec.

Pokud w = 001, pak ¢ =1 a wec = 0011.

Pokud w = 101, pak ¢ =0 a wc = 1010.

Kdéd objevuje 1 chybu: pokud pfijmeme 1011, nastala chyba.

e Kéd nerozpoznd dvé chyby! Vysleme 1010, pfijmeme 1111.
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Priklad kédovani opravujici jednoduché chyby

» Opakujici kdd — symbol odesleme trikrat.

¢ 0 — 000; 1 — 111.

» Pokud pfijmeme 010, poslali jsme pivodné 000 (nebo nastala
vice neZ jedna chyba).




-___________________________________
Cil

o Cil: sestrojit kéd, ktery objevi/opravi co nejvice chyb pfi co

vvs

» Uvazujeme pouze blokové kddy.




Kodova a nekédova slova

e Zdrojova abeceda A, kédova abeceda B, délka kédového slova
je n, pak pro kéd C plati: C C B".

B" = {biby...b,|bj € Bproi=1,2...n}

C je mnozina kédovych slov, B"\ C mnozina nekédovych slov.

Prijmeme-li nekédové slovo, tak béhem prenosu nastala chyba.

Pokud pfijmeme kddové slovo, tak béhem prenosu. . .7

Kontrola sudé parity: pro B = {0,1},n =4 mame
o B*={0000,0001,0010,0011,0100,0101,...}; |B* =2*=16
o € ={0000,0011,0101,0110,...}; |C|=8
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Informacni pomér kédu (rate)

Mame slovo délky k. Prfiddme symboly z kédové abecedy a
ziskdme slovo o délce n.

Pivodnim k symbolim ¥ikdme informacni symboly.

n — k symbolim rikdme kontrolni symboly.
Pomé&r R(C) = & méfi redundanci kédu.

Definice: Necht C C B” je blokovy kéd o délce n.
Jestlize existuje bijektivni zobrazeni ¢ : BX — C, ¥ek-
neme, ze kéd C ma k informacnich symboli a n — k
kontrolnich. Informaéni pomér kédu R(C) je

R(C) = %
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Priklady informacnich pomér

» Opakovaci kod

o Kéd C, ma na abecedé B kédova slova {a" |a € B}

o Pro B ={0,1} mdme C3 = {000,111}, G5 = {00000, 11111}
o k=1, R(C)=1

* Kontrola sudé parity

o Pro kéd délky n plati: C, = {w m3 sudy pocet 1|w € {0,1}"}
o G = {000,011,101,110}

< Pro Gyt [Cl =4, k=2 R(G) =3

o Pro Gy |Cl=2"Yk=n—-1;, R(C,) =21
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Hammingova vzdalenost

Definice: Proslova u = v up,v=vi---v, € B”
definujeme zobrazeni

Su,v) =il <i<nu# v}

Tj. 0(u, v) vraci pocet pozic, na kterych se slova u a v
lisi. Zobrazeni § nazyvdme Hammingova vzdalenost. §
je metrikou na B":

(u,v) > 0 (=0iff u=v),
o(u,v) = (v, u),
d(u,v) < 6(u,w)+ 0(w,v).

§(011,101) = 2, §(011,111) = 1, §(0110,1001) =

nz2 4, 610123I 0145| = 2i 5'01I01| =0



Diikaz trojihelnikové nerovnosti

Chceme dokazat: d(u, v) < 0(u, w) + 6(w, v). Oznaéme:

U = {i|1§i§n,u,-7éw,-},
vV = {i|1§i§n,w,-7év,-}.

Pak U U V je mnozina indexil, na kterych se u mize lisit od v. Pro
vSechna i € {1,2,...,n}\ (UU V) plati, ze u; = w; = v;. Déle

d(u,v) < [UUVI

0(u, v) mize byt mensi, pokud u; # w; A w; # v;, ale u; = v;. Pak
ieUuUV,alei¢ {j|1<j<n,uj# v;}. Dostavame:

S(u,v) < |UU V| < U+ V] = 6(u, w) + 6(w, v). [
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Minimalni vzdalenost

Definice: Minimalni vzdélenost kédu C, zapiseme d(C),
je minimalni vzdalenost dvou riznych slov z C:

d(C) = min{é(u,v)|u,veC,u#v}

Priklady:

G, = {0011,1010,1111}, d(G) =2
G, = {0011,1010,0101, 1111}, d(G) =2
Cs = {000,111,100}, d(Cs) =1

13226



Koule

Definice: Necht C je néjaky kéd o délce na u € C.
Pak Bq(u) = {v € B"|6(u,v) < q} nazveme koule se
stfedem v u a polomérem q.

Dusledek: Kéd C ma minimalni vzdalenost d(C) > d pravé tehdy,
kdyz pro vSechna u € C plati

Bd,l(u) NnC= {U}




Objevovani chyb

e t chyb nastane, pokud posleme slovo u, pfijmeme slovo v a
d(u,v) = t. (Slovo u se od v lisi v t symbolech.)

Definice: Kéd C objevuje d chyb, pokud pfi odeslani

kddového slova a vzniku t < d chyb, pfijmeme vzdy
nekédové slovo.

Véta: Koéd C objevuje d chyb pravé kdyz d(C) > d.

Nejvétsi d takové, ze C objevuje d chyb je d(C) — 1.




P¥iklady

* Kontrola sudé parity:

o d(C) = 2, takZe kéd objevuje 1 chybu.
o Pro¢ d(C) = 2? Necht u,v € B™ 1 u # v. Slova zakédujeme,
dostaneme ua, vb, kde a, b € B.
o Pokud 6(u,v) > 2, pak jisté 6(ua, vb) > 2.
e Pokud §(u,v) =1, pak pravé jedno ze slov obsahuje lichy pocet jednicek
atedy a # b a §(ua, vb) = 2.

* Opakovaci kéd:

o d(C,) = n, takZe kéd objevuje n — 1 chyb.




Oprava chyb

¢ Pokud pfijmeme nekddové slovo v, opravime ho na takové
kédové slovo u, které je slovu v nejblize.

e — pro kazdé nekddové slovo musi existovat jediné kédové
slovo, které je mu nejblize.

Definice: Koéd C opravuje d chyb pokud pro kazdé ké-
dové slovo u € C a kazdé slovo v € B" takové, ze
0(u,v) < d, plati, ze slovo u ma od slova v nejmensi
vzdalenost ze vsech slov z C.

Tedy pokud v € C a §(u,v) < d, pak o(u,v) < d(w, v)
pro véechna w € C, w # u.
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Oprava chyb podruhé

Véta: C opravuje d chyb pravé tehdy, kdyz d(C) > 2d.

* Nejvétsi d takové, ze C opravuje d chyb je
d = [(d(C) —1)/2]. Priklady:

 Kontrola sudé parity ma d(C) = 2, takze opravuje 0 chyb.

» Opakovaci kéd Cs opravuje (3 —1)/2 =1 chybu.




Diikaz

Véta: C opravuje d chyb pravé tehdy, kdyz d(C) > 2d.

.<=": Necht d(C) > 2d. Déle necht ue C,v € B": §(u,v) < d.
Sporem predpokladejme, ze pro w € C, w # u plati
0(w, v) < é(u, v). Pouzijeme trojihelnikovou nerovnost:

5w, v) + 8(u,v) > 6(w, u)
Pfitom ale §(u, v) < d a zaroven §(w, v) < d, takze:
2d=d+d > §(w,v)+6(u,v) > 6(w,u).

Dostavame 2d > 6(w, u), coz je spor s predpokladem, protoze
uwe C.
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Dikaz: pokracovani

Véta: C opravuje d chyb pravé tehdy, kdyz d(C) > 2d.

+="1 Necht C opravuje d chyb. Opét sporem predpoklddejme, ze
d(C) < 2d a ze tak existuji u,v € C; u # v takova, ze

t = d§(u,v) < 2d. Rozdélme diikaz na dva pfipady.

Kdyz je t sudé. Déle necht w je slovo, které ma vzdélenost t/2 od
obou slov u, v. Slovo w sestrojime takto: necht

I:{,‘|ui7éVi}:{il,iz,...,it},
takze |/| = t. Pak w; = v; pro vdechna i € {i1, i, ..., iy/o} a wi =

pro vSechna ostatni i. Potom d(u, w) = t/2 = §(v, w), tedy
0(u,w) =d(v,w) < d, coz je spor s tim, ze C opravuje d chyb.
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Dukaz: finale

Kdyz je t liché. Pak t + 1 je sudé, pfitom t + 1 < 2d. Stejné jako v
predchozim kroku sestavime slovo w tak, Ze w; = v; pro vSechna
i€ {i,i,...,fits1)/2} @ wi = u; pro viechna ostatni /. Tzn., Ze

u,w) = (t+1)/2
o(v,w) = (t—1)/2

To je ale prasvih, protoze 6(u, w) > d(v, w), pfitom

0(u,w) = (t+1)/2 < d. Jinymi slovy: vyslali jsme slovo u, cestou se
poskodilo (t +1)/2 < d symbolt a my p¥ijali slovo w, které ma ale
blize ke slovu v! Kéd tak nem(ize opravovat d chyb. [




P¥iklady

» Kontrola sudé parity: d(C) = 2, kéd neopravuje zadnou
chybu.

» Opakovaci kéd: d(C,) = n, kéd opravuje [(n —1)/2] chyb.




Dvoudimenziondlni kontrola sudé parity

Informacni symboly umistime do matice p — 1 x g — 1, ke které
priddme jeden sloupec a jeden radek pro kontrolni soucty, tj. aby cely
radek/sloupec obsahoval sudy pocet jednicek. Posledni bit nastavime
tak, aby celé slovo mélo sudou paritu. Pfiklad pro (p, q) = (4,5):

—l— o o
OoOl—= O =
[y R Y
o O O O
oOol—= = O

Kéd opravuje 1 chybu.




Kéd dva-z-péti

¢ Binarni blokovy kéd s délkou n = 5.

Kédova slova obsahuji 2 jednitky. Celkem: (3) = 10 moznosti.

00011,00101,00110, 01001, 01010, . ..

Popularni na reprezentovani Cislic.

Dekédovani: Mlzeme pridat vahu jednotlivym pozicim: 0, 1, 2,
3, 6. Potom mizeme kdédové slovo 00101 dekddovat jako:
0-0+0-1+1-240-3+1-6=38.

Trojka je reprezentovana dvéma slovy: 10010 a 01100. Druha
moznost se pouZiva pro nulu.
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Systematicky kod

Definice: Blokovy kéd C o délce n nazyvame systema-
ticky kéd, pokud pro né€jaké k < n, pro vSechna slova
u € B¥, existuje pravé jedno slovo v € B"~* takové, ze
uv € C je kdédové slovo.

» Opakovaci kéd a kdéd sudé parity jsou systematické kody.

“R(CO) =%




Cviéeni

Jaka je d(C) kédu dva-z-péti? Jaky je informacni pomér?

Jaka je d(C) dvoudimenzionalni kontroly sudé parity? Jaky je
informacni pomér?

e Za poutziti dvoudimenzionalniho (4,5)-kédu (4 radky, 5
sloupcti) jsme pfijali slovo 01001 11101 11100 01100. Je to
kédové slovo? Pokud ne, Ize opravit?

« Trojahelnikova nerovnost fika, ze o(u, v) < 6(u, w) + o(w, v).
Existuji navzdjem rlzna slova u, v, w € B" pro né€jaké B a
néjaké n tak, ze 6(u,v) = 6(u, w) + 6(w, v)?
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Linedrni kédy

o Zakladni myslenka: ke kédové abecedé B pridame algebraické
operace + a - tak, abychom z B dostali téleso a z B”
vektorovy prostor.

* Kédy potom mizeme popsat rovnicemi.




Binarni linearni kédy na Z, = {0, 1}

= o+

01 -0 1
01 a 0j00
10 110 1

¢ 0 je neutrélni vzhledem k +, mame tak inverzni prvky
vzhledem k +: 0 +0 =0, takze 0= —-0a 1+ 1 = 0, takze
1=-1.

* Slova mizeme vidét jako vektory: 1101 = (1,1,0,1)
o Skalarni ndsobeni: a- (uy,...,u,) =(a-uw1,...,a-u,),a € 2.

o Scitani: (U1, ..., up) +{(vi,..., Vo) = (U1 + Vi, ..., Uy + Vp).
3z22




Kdédy jako rovnice

Dulezité kédy jsme schopni popsat rovnicemi:

Pro slovo x délky n u kédu kontroly sudé parity

X1+x+--+x,=0

Resenim této rovnice jsou vsechna kddova slova.

Opakovaci kéd C, = {a" | a € 2}, napf. G = {000, 111}.

x1+x, = 0

Xp—1 +Xp = 0
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Vektorovy podprostor

» Opakovani: necht V je vektorovy prostor na mnoziné K. Pak
C C V je vektorovy podprostor, pokud:

oVuveC: u+4+vecC
oVaeK,ueC: a-uecC

¢ Mnozina vSech resSeni systému homogennich rovnic tvori
vektorovy podprostor.

e Tj. ZJ tvori vektorovy prostor, mnozina feSeni C tvori
vektorovy podprostor.
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Bindrni linedrni blokové kddy

Definice: Binarni blokovy kéd C se nazyva linearni, po-
kud Vu,v € C plati u+ v € C.

* V nasem pripadé: V = {0,1}", K = {0,1}

¢ Pro¢ tam nemusi byt podminka Vae K,ue C: a-ue C?

e Protoze 1-u=ua0-u=0 — potrebujeme, aby C
obsahovalo nulovy vektor. Ten obsahuje, protoze u+ u = 0.




Lemma: Pro n € N, mnozina C vsech feSeni homogen-
niho systému rovnic na mnoziné Z, je vektorovy podpro-
stor Z;. Tedy C je linedrni blokovy kéd.

e Ddsledek: pokud popiseme blokovy kéd homogennim
systémem rovnic, je tento kod linedrni.

¢ Je kéd dva-z-péti linearni? (Pro pfipomenuti: délka 5, obsahuje
vzdy dvé 1: 00011, 01010, atd.)




Chybové slovo, Hammingova vaha

Definice: Pokud posleme slovo v a pfijmeme slovo v,
pak slovo e, které ma 1 na pozicich, na kterych se u od
v lisi, se nazyva chybové slovo.

Pritom plati: v=u+eataké e=v —u(=v + u).

Definice: Hammingova vdha slova u je rovna poctu
symboll v u, které se lisi od 0.

Definice:  Minimdini vdha netrividlniho kédu C je
nejmensi Hammingova vaha slova z C kromé nulového
slova.
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Vztah minimdlni vahy a minimdlni vzdalenosti kédu

Véta: Minimalni vaha netrividlniho kédu C je rovna
d(C).

Dikaz: Smér min_weight(C) > d(C): Necht c je minimalni vdha C.
Necht u je slovo s vadhou c. Zfejmé ¢ = 6(u,0...0) > d(C).

Smér min_weight(C) < d(C): Necht d(C) = 6(u, v) pro néjakd

u,v € C. Pak jisté také u + v € C. Pfitom Hammingova vaha v+ v
je rovna 6(u, v), protoze u+ v ma 1 na téch pozicich, na kterych se
slova u, v li$i. Tedy min_weight(C) < d(C).

Celkové tak mame d(C) = min_weight(C).
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Kontrolni matice kddu

Definice: Kontrolni matice binarniho blokového kédu
C o délce n je binarni matice H takova, Ze pro vSechny

x = (x1,...,xn) € {0,1}" mame
X1 0
78 Rl I
w)  \o

pravé tehdy, kdyz x € C.
Matice H je kontrolni matici kédu C, pokud plati:
C={xe{0,1}"|Hx"=0"}
10 z 22



Priklady kontrolnich matic

* Pokud jsou radky kontrolni matice nezavislé, H je n — k x n
matice. Kéd pak ma n — k kontrolnich symbold a n celkovych.

» Kontrolni matice kéddu kontroly sudé parity o délce n je matice
1xn:
H=(1...1)

» Kontrolni matice pro opakovaci kéd délky 5 je matice 4 x b:

o
OO - O
o= OO

1
0
0
0

= O O




Véta o kontrolni matici |

Véta: Pokud binarni kéd C opravuje jednoduché chyby,
pak kontrolni matice kédu C ma nenulové a navzidjem
riizné sloupce.

Dilkaz: Pokud C opravuje jednoduché chyby, pak d(C) > 2 a
minimalni vdha je také > 2. Necht H je kontrolni matice pro C. Necht
vektor b’ € {0,1}" ma 1 pravé na pozici i. Necht vektor b'Y € {0,1}"
ma 1 pravé na pozicich i/ a j. Pokud by matice H méla /-ty sloupec
nulovy, pak Hb'" =07. Ale b je pritom slovo s Hammingovou vahou
1, coz je spor s tim, Ze minimalni vaha kédu C je > 2.

Pokud by H méla stejné sloupce i a j, pak Hbiv" =0T, (Hbi’jT je
soucet sloupct 7 a j). Nicméné b’/ je slovo s vdhou 2, coz je opét
spor s tim, Ze minimalni vzdalenost kédu C je > 2. [J



Véta o kontrolni matici Il

Véta: Kazda binarni matice s nenulovymi a navzajem
rdznymi sloupci je kontrolni matice binarniho linedrniho
kédu, ktery opravuje jednoduché chyby.

Dikaz: Necht H je matice, kterd ma nenulové a navzdjem rlizné
sloupce. Z predchoziho slajdu je ziejmé, ze 74dné slovo b’ a b'¥ neni
kédovym slovem, tedy minimalni vaha a tim i minimalni vzdalenost
kédu je > 2. [




Priklad

00
H=10 1
11
... je kontrolni matice binarniho linedrniho kédu. PrepiSseme do rovnic:

(0x; +0xx = 0)

X2

x1+x = 0

Systém ma jediné, nulové feSeni. Systém tak generuje kéd C = {00}.
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Pridame sloupec. ..

H =

0
0
1

Systém ma opét jediné, nulové Feseni, takze C = {000}.

01
10
1

(=)




-
Priddme jesté jeden sloupec. ..

0 0
H=10 1
1

Kédova slova maji délku 4. Jak vypada C?

[

1
0
0

(=)

Jak by vypadalo C, kdybychom prohodili posledni dva sloupce?

Pridanim dalSich sloupcli zvySujeme pocet informacnich
symbold.

Kolik sloupci miiZze matice nejvyse mit?

¢ Takovy kéd opravuje pravé jednu chybu. Pro¢ ne dvé?
16 z 22



Kdéd opravuje jednu chybu

Aby opravoval dvé chyby, musel by mit kéd C minimalni vdhu > 4.
Tedy matice musi mit > 4 sloupce. Oviem pokud ma 3 Fadky, pak
jisté existuji tfi nebo Ctyfi sloupce, jejichz soucet je nulovy sloupec.

Vezmeme libovolné Ctyfi sloupce 1, j, k, I. Protoze matice ma 3 fadky,
hodnost je maximalné 3, tak urcité alespon jeden ze sloupci je
linedrné zavisly. Necht /-ty sloupec je linedrné zavisly, tj.

H; = aj - H; + a) - Hi + a; - H;. Dva nebo tfi koeficienty musi byt
rovné 1 — feknéme, Ze bud a;, ax, nebo aj, ax, a;. Pak soucet sloupcti
i,j, k nebo sloupct i, , k, I je roven nulovému sloupci.

Coz znamena, Ze pro vektor u s 1 na pozicich /,j, k nebo i, , k, | plati
HuT =07, tedy u je kédové slovo. Ale vaha u je t¥i, nebo Etyfi,
stejné tak minimalni vdha (a tim padem i vzdélenost) kédu.
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Hammingovy kddy

Perfektni kédy pro opravu jednoduchych chyb.

Kdédova slova maji délku n = 2" — 1, m symbold je
kontrolnich. Minimalni vzdalenost je 3.

Nazyvaji se (2™ —1,2™ — m — 1) kédy, napt. (7,4).

Sloupce kontrolni matice jsou vSechny nenulové vektory
sefazené lexikograficky (= podle hodnot, pokud bychom je
prevedli na Cislo v desitkové soustavé). Pro m = 2:

011
H_(l 0 1)
18z22



Definice Hammingova kédu

Definice: Hamminglv kéd je binarni linearni kod, ktery
ma, pro né€jaké m, m x 2™ — 1 kontrolni matici, jejiz
sloupce obsahuji vSechny nenulové binarni vektory.

Priklad kontrolni matice (jedné z mnoha) pro m = 3. Dostavame

matici 3 X 7:

[P
O O =
=
o R
==

00
H=1{0 1
10




Zakddovani

Pfedchozi matici mlzeme prepsat na tento systém rovnic:

x4+ x5+ xet+ x7 = 0
X+ x3+ X6+ x7 = 0
x1+ X3+ X5+ xx = 0
A to miZeme prepsat na:
X5 = X2+ X3+ X
X6 = X1+X3+Xq
X7 = X1+Xo+Xa

Vidime, Ze x1, X2, x3, x4 mlzeme brat jako informacni symboly a
X5, Xg, X7 jako kontrolni, které dopocitame.
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Dekddovani

e Pokud je u kédové slovo, pak HuT =0".

» Pokud nastane chyba na pozici i, pfijmeme slovo v = u + e'.
Hv™ = Hu+e)T = HuT + He'" =07 + He!" = He'" = H;

o Soudin Hv' je tak rovny i-tému sloupci matice H.

¢ V j-tém sloupci je ulozeno Cislo i/ v binarni podobé.

e — opravime i-ty znak ve slové v.
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Informacni pomér

4 4 v - 7 . m__ —_
¢ Informaéni pomér Hammingova kédu je R(C) = 22mT1 L —
=1 — 537 — mald redundance pro velkd m.

¢ Vzdy jsme ale schopni opravit jen jednu chybu.

¢ Hammingovy kédy jsou perfektni, protoze maji nejmensi
moznou redundanci na mnoziné kédi opravujici jednoduché
chyby.

o Kazdé slovo délky n = 2™ — 1 je bud kédové, nebo je od
kédového slova vzdaleno o jedna.

* (Béhem dekdédovani bud ziskdme kédové slovo, nebo ndm staci
zménit jeden bit.)
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Grupa

 Grupa je algebraicka struktura G = (G, +), kde + je binarni
operace na G spliujici:

°© Vx,y,z€ G:x+ (y+z) = (x+y) + z (asociativita)
o Existuje prvek 0 € G takovy, ze Vx € G : x + 0 = 0 + x = x (neutralni
prvek)

o Vx € G existuje y € G takovy, ze x + y =y + x = 0 (inverzni prvek)

* Pokud navic Vx,y € G : x+ y = y + x, pak mluvime o
komutativni grupé.

* Priklad: Z a R s klasickym s¢itanim, Z, = {0,...,p—1} s
nasobenim modulo p.
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Téleso

 Téleso je algebraicka struktura F = (F,+,-,0,1), kde + a -
jsou bindrni operace na F spliujici:

o (F,+,0) je komutativni grupa,
o (F\{0},-,1) je komutativni* grupa,
0 Vx,y,z€ G:x-(y+2z)=x-y+x-z (distributivita).

¢ Dasledky pro x,y,z € F:

x -1 =x, xy = xz implikuje y = z.
x+y€Faxye€F.Pokud x # 0,y # 0, pak xy # 0.

Kazdy prvek x ma opacny prvek —x takovy, ze x — x = 0.
Kazdy prvek x # 0 ma inverzni prvek x—! takovy, Ze xx~! = 1.

O O O O

¢ Priklady: R s klasickym scitdnim a nasobenim, Z, modulo p,
pokud je p prvocislo.
3z35



Vektorovy prostor

Definice: Necht F = (F,+,-,0,1) je téleso. Vektorovy
prostor na F je struktura V obsahujici neprdzdnou mno-
Zinu vektor( V/, binarni operaci +: V x V — V a binarni
operaci -: F x V — V takové, ze Va,b € F,u,v € V:

e (V,+) je komutativni grupa,

o (ab)v = a(bv),

* a(u+v) =au+ av,

e lu—=u.




Priklad vektorového prostoru

* Necht F je téleso. Pak mnozina F" = {(a1,...,a,) |a; € F},
kde scitani 4+ vektor(i a nasobeni - vektoru je definovano
klasicky, tvori vektorovy prostor.

*R,Z,, ...

* Pro p = 2 dostdvame u Z, vektorovy prostor, ktery jsme
pouzili u binarnich linedrnich kédu.




Vektorovy podprostor

o Necht V je vektorovy prostor na télese F. Pak ) # U C V' s
operacemi + a - nazveme vektorovy podprostor, pokud plati
Yu,ve U,a€e F:

ocu+ve U,
o aue€ U.

* Priklad: Pro téleso F, mnozina {(0,ay,...,a,) |a; € F} je
vektorovy podprostor prostoru F”.

* {0} je trividlni vektorovy podprostor.




Linearni kombinace

e Linearni kombinace vektor( uy,...,u, € V je vektor
aju; +---+ayu,, kde a1,...,a, € F.
¢ Pokud mame danou mnozinu vektord ug, ..., u, € V, pak

mnozina vsech linearnich kombinaci téchto vektord tvori
vektorovy podprostor prostoru V.

« Tento podprostor znacime obal({uy, ..., u,}).
 obal({uy,...,u,}) je nejmensi podprostor obsahujici vektory
ug,...,U,.
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Nezavislosti vektorl, baze, dimenze

¢ Mnozina vektorll U C V se nazyva linedrné nezavisla, pokud
zadny vektor u € U neni linedrni kombinaci U \ {u}.

o Baze prostoru V je linedrné nezavisla mnozina U C V/, pro
kterou plati obal(U) = V.

» Pokud je U béze prostoru V, pak ma prostor V dimenzi |U|.

e Pokud U = {ey,...,e,} je baze prostoru V, pak pro kazdé
u € V existuji unikatni skalary aq, ..., a, € F tak, ze
u=ae +---+ ase,.

o Pokud |F| = r, pak kazdy k-rozmérny vektorovy prostor na F
ma r* prvki.
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Linedrni kédy

Definice: Necht F je konecné téleso. Pak linearni (n, k)
kéd je k-dimenzionalni vektorovy (linearni) podprostor
prostoru F".

e Linedrni (n, k) kéd ma k informacnich symbold a n — k
kontrolnich.

* Necht C je linedrni (n, k) kéd. Pak ma bazi ey, .. ., e.

» Kazdé slovo v € C lze vyjadrit jako linedrni kombinace vektori
baze: v = Zf;l u;e;. Koeficienty u; € F tvori slovo u délky k.

¢ A naopak: kazdé slovo u délky k definuje kédové slovo v:

k
V=) ue
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-___________________________________
Priklad

Baze kédu sudé parity délky 4:
e; = 1100, ep =1010, e3=1001
Slovo v = 0011 vyjadfime jako
v=20-1100+1-1010+ 1-1001, (u=011)

Slovo v = 1010 jako

v=0-1100+1-101040-1001,  (u = 010)




Generujici matice

Definice:

Pokud je C linearni kéd s bazi ey, . .., ek, pak matice G
typu k x n a tvaru

e e11 ... €1n

ey (=775 ekn

se nazyva generujici matice kédu C.




Priklad generujici matice: kdd sudé parity

Generujici matice kédu sudé parity délky 4:

1100 e
G=11010]=|e
1 0 01 e3

(Jak by vypadala matice pro kéd liché parity?) Co musi platit:
» Kazdy radek je kédové slovo.

o Rédky jsou nezévislé.
e Kéd ma délku 4, matice musi mit 4 sloupce.
e Kéd md 1 kontrolni a 3 informacni symboly, musi mit 3 radky.

o Kazdé kédové slovo Ize vyjadrit jako kombinace radk( matice.
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Elementdrni Gpravy generujici matice

» Pokud je G generujici matice kédu C, pak matice G’ vznikla z

G pomoci elementarnich fadkovych maticovych Gprav je opét
generujici matici kédu C.

1100 1 001
1010|~(0101
1 001 0 011




Dalsi priklad

e Necht F = Z3. Matice

110000
002200
111111

je generujici matice linearniho (6, 3) kddu.

o Radky jsou nezavislé, takZe tvofi bazi 3-dimenzionalniho
podprostoru prostoru F°.

110000 110000
002200f|~{001100
111111 000011

¢ Kéd C obsahuje slova 112200, 220011, atd.
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Kédovani

* Necht G je k x n generujici matice obsahujici vektory
€1,...,€.

o Kazdy vektor u = uy ... ux jednoznacné definuje vektor v:

V=301, ue;
e Tedy v=uG

¢ Slovo u tak mizeme zakédovat pomoci predpisu:

e(u) =uG
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Systematicky kod

* R{zné generujici matice vedou k rliznym pravidlim kédovani.

* Nejbéznéjsi zplsob je systematicky kod: vybereme vy ... uy
symboll a doplnime uyy1 ... u,.

* Generujici matice ma pak tvar G = (E|B), kde E je
jednotkovd k x k matice a B je k x n — k matice.

Definice: Linearni kdd se nazyva systematicky, po-
kud ma generujici matici tvaru G = (E|B).




Priklad generujici matice systematického kddu

Generujici matice kédu sudé parity délky n = 4:

= O O
S

10
01
00

Generujici matice Hammingova (7, 4) kédu:

10
01
0 0
00

o = OO
= O O o
= = = O
H = O R
R O R R




Priklad kédovani

Zakédujeme slovo u = 100 pomoci kédu sudé parity:

1001
(100-{0o101]=(o00 1)
01 1

o

Vysledné kédové slovo je v = 1001.

Pripadné mizeme slovo v spoditat pomoci koeficient(i a vektor(i baze:

=1-(1001) + 0 - (0101) + 0 - (0011) = (1001)




Ekvivalentni kéd

Definice: Kédy C; a G, se nazyvaji ekvivalentni, pokud

existuje permutace m mnoziny {1,..., n} takova, ze pro
vsechna uy,...,u, € F:
Ui, ..., Up € Cp pravé kdyz ur(y), ... Uz(n) € G2

e Hammingtiv (7,4) kdd je systematicky, kod sudé parity délky 4
je systematicky. Linedrni (6, 3) kéd z predchozich slajdd neni
systematicky, ale je ekvivalentni systematickému kddu.

Véta: Kazdy linearni kdd je ekvivalentni systematickému
kédu.
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Kontrolni matice

Definice: Matice H, ktera ma n sloupcli a obsahuje
prvky z télesa F se nazyvd kontrolni matice linedrniho
kédu C, jestlize pro vsechna slova u € F" plati

u € C pravé tehdy kdyz Hu' =07.




Vztah kontrolni a generujici matice

Véta: Pro systematicky kéd C s generujici matici G =
(E1|B) plati, Ze matice H = (—BT|E;) je kontrolni ma-
tice kédu C, kde E;j je jednotkova matice typu k x k a
E; je jednotkova matice typu n — k x n — k.

Dusledek: Kazdy linearni (n, k) kéd ma n — k x n kontrolni matici o
hodnosti n — k.




Priklady kontrolni matice kédu sudé parity

Generujici matice paritniho kédu n =4, k = 3:

1
G=10
0

o = O

01
0 1| =(&|B)
11

Takze kontrolni matice H = (—B'|E,) by vypadala: —BT = (111),
E, by byla typu 1 x 1, tedy (1):

H=(1 11 1)




Priklad kontrolni matice Hammingova kddu

Pro Hammingiv (7,4) kéd mdme generujici matici:

1000011
01007101
G_0010110_(E1’B)
0001111
Kontrolni matice:
0111100
H=(-B"|E)=[1 011010
1101001




Diikaz

Dikaz: Mame ovéfit, Ze podprostor C generovany generujici matici G
je shodny s podprostorem C’ viech fedeni rovnice Hv' = 0. P¥itom

plati:
HGT = (-BT\EQ) : (%’) = BTEL+EBT=-B"+BT =0
€1
Tedy pokud G = (E1|B) = | ... |, pak He] = 0 pro viechna i. Z
€k

toho vyplyva, Ze viechna e; jsou FeSenim rovnice Hv' =0 a e

{el, N ,ek} c C’. Pokud {el, N ,ek} c C,, pak i
obal({e1,...,ex}) C C', pficemz obal({ey,...,ex}) = C. Prostor C
je tak podprostorem prostoru C’.

24z 35



Pokracovani dukazu

G=(E|B), H=(-B'|E)
Nyni miZzeme dokazat, Ze plati i C D (', ale stadi ndm dokazat, Ze

prostory maji stejnou dimenzi, coz bude jednodussi.

Matice G a tedy i matice B ma k (linedrné nezavislych) radka.
Dimenze prostoru C je tak rovna k.

Jednotkova matice E, je radu n — k, takze matice H mé hodnost
h(H) = n — k. Odtud plyne, Ze mnozina vSech feSeni rovnice
HvT = 0 tvofi podprostor dimenze n — h(H) = n — (n — k) = k.

Dimenze prostorii C a C’ jsou stejné, plati C C C’, takze C = C'. [

25235



Dekddovani: Syndrom

» Opakovani: pokud odesleme slovo u a prijmeme slovo v, pak
slovo e = v — u nazyvame chybové slovo.

¢ Pozor — uz neplati rovnost v—u =v + u.

Definice: Necht H je m x n kontrolni matice kédu
C. Syndrom slova v je slovo s definované jako

s’ = Hv'.




Vztah chybového slova a syndromu

Véta: Pokud vysleme kédové slovo u, pfijmeme neko-
dové slovo v, tak chybové slovo e = v —u a slovo v maji
stejny syndrom. Tedy plati:

He” = Hv'

Diikaz: (vyuZivéme faktu, e Hu” =07)

He" = Hv—u)" = HvT — HuT = Hv — 07 = HAv’

27z 35



Trida slova e

* Necht C je linearni (n, k) kéd s kontrolni matici H, ktera
vznikla z generujici matice G.

¢ Pro vsechna slova e € F" definujeme mnozinu
e+ C={e+ulueC},

kterou nazveme trfida slova e.

¢ e+ C je mnozina vsech slov, kterda mizeme prijmout, pokud
nastane chyba e.
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Vlastnosti tridy slov

Pro libovolnd e, e € F":

Pokud e € C, pak e+ C = C.

Bude+ C=¢e+C,neboe+Cne + C=0.

Pocet slov v kazdé tridé je roven poctu kédovych slov, tj.
le+ C| =|C|.

Vsechna slova z e + C maji stejny syndrom.




-___________________________________
Priklad

Binarni (4,3) kdd sudé parity délky 3:
C = {000, 101,110,011}
Zvolme e = 110:
e+ C = {110,011,000, 101}

Zvolme € = 010:

e’ + C ={010,111,100,001}




Dekddovani

* Reprezentant tfidy e + C je slovo r, které ma minimalni
Hammingovu vahu ze vsech slov z e + C.

Obecny princip dekédovani pro jakykoliv linedrni kéd:

PFijmeme slovo v. Spo¢itdme syndrom: s” = Hv'.

Z tfidy slov s + C nalezneme reprezentanta r. (Proc?
Predpokladdme, Ze nastalo co nejméné chyb. Cim mensi vahu
slovo r bude mit, tim méné znak( zménime.)

Dekédujeme na slovou =v —r.

31z35



Priklad

Kontrolni kéd sudé parity délky 3 neopravuje zadnou chybu. Kontrolni

matice:
H=(1 1 1)

Vysleme slovo u = 110, pfijeme slovo v = 100. Spocitdme syndrom:
s=(1 1 1)-(1 00 =1

Syndromu s = 1 odpovida tfida 100 + C = {010, 111,100, 001}.
Vybereme reprezentanta — problém, t¥i slova maji vdhu 1. Pokud
vybereme e = 010, opravime spravné:

u=v—e=100-010=110
Pokud vybereme e = 001, opravime Spatné:

u=v—e=100-001 =101



Pouceni z prikladu

o Pokud ma linedrni kéd opravovat chybu, musi ve tfidé e + C
existovat vzdy jediny unikatni nejmensi reprezentant tridy.

Véta: Pokud ma linearni kéd C minimalni vzdalenost
d(C), pak kéd opravuje t < d(C)/2 chyb. Pokud
doslo béhem prenosu k t chybam, kterym odpovida
chybové slovo e, tak trida e+ C obsahuje pravé jedno
slovo o vaze < d(C)/2 a to slovo e.




Diikaz

Dokazeme, Ze pokud linearni kéd C opravuje t chyb, které
reprezentuje chybové slovo e o véze t, tak tfida e + C obsahuje pravé
jedno slovo o vaze < d(C)/2 a to slovo e.

Predpokladejme, ze jsme poslali slovo u, prijali slovo v a béhem
prenosu nastalo t chyb, e =v —u a |e| = t, kde |e| je vdha slova e.

Sporem predpoklddejme, ze tfida e + C obsahuje riznd slova vy a v
takovd, ze |v1| < d(C)/2 a |v2| < d(C)/2. Pak ale také

d(v1,v2) < d(C). Pfitom ale vi = u; + e a vo = uy + e pro néjaka
u,up € C. Po dosazeni mame d(u; + e,ux +e) < d(C) a tedy i
d(u1,u) < d(C), coz je spor s tim, ze uj,up € C. Tfida e + C tak
obsahuje jediné slovo o vize < d(C)/2. Pfitom plati, ze 0 € C, takze
e+0=e E e-|— Calel= t < d( )/2. Tedy e je jediné slovo v tfidé



Priklad

Hamminglv (7,4) kéd ma kontrolni matici:
0001111
H=10 110011
1010101

Slovo ey = 0000000 ma syndrom 000, slovo e; = 1000000 ma
syndrom 001, slovo e; = 0100000 ma syndrom 010 atd. Dostdvame
tak tfidy eg + C,e; + C,ex + C, ... a reprezentanty eg,ej,€;...

Pro v = 1010111 mame Hv’ = (110)”. Syndrom 110 m4
reprezentanta eg = 0000010, takze dekédujeme

u =v — 0000010 = 1010101.
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Reed-Mullerovy kédy

 Binarni linedrni blokovy kéd, znacime R(r, m).

e Délka kédu je n =27

* Potet informaénich symboli: k =7, ()

e Minimalni vzdalenost: d = 2"~"

e Opravuje 2™~ "~1 chyb

e Pojmenovano po Irving S. Reed a David E. Muller. Muller objevil
kéd samotny, Reed vymyslel , jednoduchy” zplsob dekddovani.

* R(1,5) je (32,6) kdd, ktery vyuzil kosmicky kordb Mariner 9 pfi
vysilani fotografii z Marsu v roce 1972.




Boolovské funkce




Boolovské funkce

» Boolovska funkce m proménnych je zobrazeni Z5' — Z,.

e Zapisujeme napt. pomoci tabulky:

x|0101010 1
?8(1)(1)1 %»|0 0110011
f3|1011 x3/0 0001111

FFIT 1011101

* Hodnoty proménnych x; zapisujeme tak, aby sloupce tvorily
Cisla 0,1,...,2™ — 1 v bindrnim zapise.

5252



Reprezentace boolovské funkce

Boolovskou funkci o m proménnych miZeme reprezentovat jako slovo
délky 2. Napf. funkce

x|001 010101
?8(1)21 %[0 0110011
73“011 x3/0 0001111

7111011101

muZeme reprezentovat jako slova f/ = 1011 a f” = 11011101, tj. jen
jako posledni radek.

Jakékoliv slovo o délce 2™ reprezentuje néjakou boolovskou funkci.
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Definice boolovské funkce

Definice: Slovo f € Z3" tvaru f = fofy... fm_1, na-
zveme boolovskou funkci o m proménnych, definovanou
predpisem f(ji, j2,. .. ,jm) je rovno f;, pokud ma j binarni
rOZVOJ ./m./m 1- ./1-

Priklad: necht f = 11110010 je boolovska funkce o 3 proménnych.
Pak (0,0, 1) vyhodnotime jako ¢islo 1002, coz odpovida Eislu 419,
takze (0,0,1) =

x|001 010101
|00 110011
x3/0 0001111
flt111 010




Zajimavé funkce

e Nulovd funkce 0 =0...0

o Funkcel=1...1

¢ V proménné Xx; se vzdy pravidelné stfidaji skupiny 2= nul a
2/~ jednicek.

x|001 010101
|0 0110011
x3/0 0001111
fl11110010




Proménna jako funkce

¢ Samotné proménné x; jsou také funkcemi. Nap¥. pro m = 2
mame x; = 0101 a x, = 0011:

* Plati, ze funkce f’ = x; dvou proménnych je funkce dvou
parametr( '(x1, x2), pro kterou plati

f/(Xl, X2) = X1 = 0101
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Logické operace

» Pouzijeme definice operaci + a -, které jsme pouzili u
bindrnich linedrnich kédd, tj. s¢itani a nasobeni modulo 2.

» Pak pro boolovské funkce f = (fy, f,...,fhm_1) a
g = (8, 8&1,--.,8m_1) a prvek x € Z, definujeme operace:

f-g (fo-go,fi 81, fom_1- Gom_1)
f+g = (h+g.fi+g,. ..,m1+gm_1)
x-f = (x-fo,x fi,....,x  fom_1)
x+f = (x+fo,x+h,....x+ Fhm_y)

~f = 1+f

fof = f
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Pozorovani (Currying)

Pokud mame funkci f o tfech proménnych, pak slovo fyfifafs je
zéroven funkce dvou proménnych tvaru f(xi, x2,0).

x|01 010101
|0 0110011
x3/0 0001111
fl101 110010

Pokud definujeme g(x1, x2) = f(x1, x2,0), pak g = 0111, prvni Ctyfi
symboly funkce 7. Podobné pro f(xi,x2,1). Obecné:

f(Xl,Xz, ooy Xm—1, 0) = fbfl . e f2m—1_1

f(Xl, X2y .oy Xm—1, 1) = fzm—l f2m—1+1 e fgm_l
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Boolovské polynomy




Boolovské polynomy

Boolovské funkce miZzeme také reprezentovat jako soucty a souliny
funkci x; a 1. Priklad: f = 0111.

olo o
="

0
1
1

-5 X
===

Funkci mizeme prepsat takto: f = x; + xo + X1 - x», protoze:
0101 + 0011 + 0101 - 0011 = 0101 + 0011 4+ 0001 = 0111

Tomuto tvaru fikdime boolovsky polynom. Lze kazdou boolovskou
funkci zapsat jako polynom?
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Boolovské polynomy 2

o Plati, ze x> = x;, x! = x; a x? =

» Boolovsky polynom m proménnych je soulet funkce 1 a ¢leni

i i im
X' Xy .. X

m>

kde i1,...,im € Z>. Pro m = 3 mame:
1,00 _
01,1 _
0,00 _

X1 X%x3 = 1
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Boolovské polynomy — definice

Definice: Boolovsky polynom reprezentujici boolovskou
funkci £ o m proménnych je vyraz ve tvaru

kde q; € Z» a Cislo i ma binarni rozvoj imim—1 ... .
Pro funkce dvou proménnych tak ma polynom tvar
qol + qix1 + gax2 + gzx1X2
a volbou koeficienti g; uréujeme, jestli v polynomu dany ¢len ,bude”

nebo ,,nebude”.
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Priklad

e Prof =x, +x1X% a m=2 mame:
Qo + Gi1X1 + G2X2 + G3X1X2,
kde go=q1 =0, q=g3=1
¢ Pro f =00001111 a m = 3 mame:

go + g1X1 + GoXo + q@3X1X2 + Qax3z + Q5X1X3 + QeXaX3 + Q7 X1 X2 X3,

kde g4 = 1 a zbytek je nula.




Snizeni poctu proménnych

Véta: Pro kazdou boolovskou funkci m + 1 proménnych
f(X1, .-y Xmy Xm+1) plati

f=7Ff(xt, oy xm 0) + [F(x1, .oy Xm, 0) + F(x1, .oy Xmy 1)] - Xmt1

Dilkaz: Dosadime za x,+1 jedna a nula.

Pokud tento postup pouzijeme rekurzivné dédle, mizeme takto ziskat z
boolovské funkce boolovsky polynom.




Priklad

Prevedeme funkci dvou proménnych f = 0111 na polynom.
f =01+ (01+ 11)xo = 01 + 10x>
Dale vidime, Ze

01 = 0+(0+1)xy =x1
10 = 14(1+0)xy=14+x3

Takze
f=01+10x = x1 + (1 + X1)X2 = X1 + X2 + X1 X2.
Funkce 0111 odpovida polynomu x3 + xo + x1x2.
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Dusledek

» Kazdy boolovsky polynom jsme schopni prevést na boolovskou
funkci. (Zkratka vse seéteme/vynasobime.)

¢ Kazdou boolovskou funkci jsme schopni prevést na boolovsky
polynom.




4 - 4 4 m
Béze linedrniho prostoru Z3

Véta: Méjme vektorovy prostor Z,, kde n = 2. Nasledujici
polynomy o jednom scitanci tvori bazi B tohoto vektorového prostoru:

1,
X1y X2y« ooy Xmyy
xixj pro i,j€{l,...,m},

X1X2 ... Xm




Diikaz

Vime, Ze kazda boolovska funkce délky n = 2 Ize vyjadfrit jako
boolovsky polynom o m proménnych. Obalem baze B je zfejmé cely
vektorovy prostor Z3. Zbyva dokazat, Ze vektory/polynomy baze jsou
nezdvislé.

Dokazeme, Ze poclet polynom( v bazi B je shodny s dimenzi prostoru

Z4 (dimenze je n = 2™). Mdme 1 polynom stupné 0, m polynomd
stupné 1, () polynomii stupn& 2 atd. Celkem mame

B () @) () ()50 -

polynom. (Rovnost vysvétlena na dal$im slajdu.) OJ
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Binomicka véta

Pro¢ plati rovnost na predchozim slajdu? Binomicka véta fika:

(x+y)" = i (':)x’"‘kyk.

k=0

Pokud dosadime x = y = 1, mdme:

506 () @ () ()




Stupen polynomu

Polynom 0 ma stupen —1. Polynom 1 ma stupen 0. Stuper ostatnich
boolovskych polynomii

2m—1

i i)
f= E Qi - X{' Xy .. X
i=0

je maximalni vaha slova i1/ ... iy, takového, Zze g; = 1. Tedy je to
nejvetsi pocCet proménnych, které se vyskytuji v néjakém scitanci.
Priklady:

e Polynom 1 + x; + x;x» ma stupen 2,

e polynom x3x3 + X3 XoXx3 ma stupen 3.
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Reed-Mullerovy kédy




Reed-Mullerovy kédy

Definice: Reed-Mullerovym kédem stupné r a délky 2™
se nazyva mnozina R(r, m) véech boolovskych polynomu
m proménnych stupné nejvyse r.

Kédova slova Reed-Mullerovych kédl tak jsou polynomy.

Priklad: Kédy R(0, m) jsou kédy, které obsahuji polynomy o stupni
maximalné 0, tj. obsahuji pouze 0 a 1. Jedna se tak o opakujici kéd
délky 2.




Priklad Reed-Mullerovych kédi

18.3. Pfiklad: V3echny Reedovy-Mullerovy kody délky 4
0 0000 R(-1,2)

1 111 R(0,2)

Xy

X2

Xy + X,

1 +x

1 +x;
T+ x +x

Ll == -]
O R O MmO -
[ o R S U )

R(1,2)

XX,
1+ xyx,

Xy + XX,

Xz + XX,

Xy + Xy + XX
I+ X+ X%y
1+ x5 + %1%,

T4 x; + x + X%

[l i == I i e =
O OO~ =0O
O O OO

R(2,2)
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Generujici matice

¢ Reed-Mullertiv kéd je linearni, protoze soucet dvou polynomd
stupné nejvyse r je také polynom stupné nejvyse r.

» Generujici matice tvofi vSechny polynomy obsahujici jediny
vyraz ve tvaru soucinu o stupni < r. Matice kédu R(2, 3):

11111111y
01010101 X
00110011 X3
G={00001111 X3
00010001} x,x,
00000101 XX
0000001 1] x,x,
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R(1,3) — Hamminglv kéd

Podivejme se na generujici matici R(1, 3):

O = |
= O Ol
= O =
[l
e e

111 1
01 0
X2 010 1
0|0 O

Je to generujici matice rozsifeného Hammingova (7, 4) kddu.

Rozsiteny Hammingiv kéd = ke kédovému slovu Hammingova kédu
se prida jeden symbol tak, aby vysledné kédové slovo mélo sudou
paritu.

Odstranénim prvniho fadku a sloupce ziskame klasicky kéd.
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Kédovani

e Slovo, které chceme zakédovat, ma délku k, kde

=2 (1)

i=0

¢ Pokud chceme zakddovat slovo u, pak symboly u; nam frikaji,
které souciny z generujici matice budou ve vysledném
polynomu.

« Déle postupujeme standardné&, kédovani e : Z5 — R(r, m)
bude probihat takto:
e(uy=u-G
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Priklad kédovani

Pouzijeme generujici matici:

11111111y
01010101 X
00110011 X3
G={00001111 X3
00010001} x,x,
00000101 XX
0000001 1] x,x,

Zakédujeme slovo 0010110:

0010110 - G = x2 + x1x2 + x1x3 = 00100111

\/3{)d|g1e ze kodovani odpovida kédu sudé parity.



Vlastnosti

R(m, m) = 73"

R(m —1,m) je (2™,2™ — 1) kdd sudé parity (ale neni
systematicky, viz priklad).

R(0, m) je (2™, 1) opakovaci kéd.

Minimalni vzdalenost R(r, m) kédu je 2™~".




Geometricka interpretace




Analytickd geometrie: opakovani

Mame Euklidovsky prostor R3, ktery tvo¥i vektorovy prostor, a body
x1xox3 € R3. V R3 mame pfimky popsané parametricky

a+th,
kde a,b € R3a t € R,b # 0. Plochu popideme jako

a+ tb + sc,

kde a,b,c € R3, b, c jsou linedrné nezavislé a t,s € R.




Bindrni Euklidovsky tridimenziondlni prostor

Body tohoto prostoru bude mnozina Z3. Tzn., e prostor obsahuje
konecné mnoho bodil! Konkrétné osm. Miizeme je vSechny zobrazit
do tabulky.

Bod
po = 000
p1 =001
p2 = 010

P3 = 011

pP7 = 111




Charakteristicka funkce bodu

Kazdému bodu p; € Zg’ pritadime charakteristickou funkci
f="ffs...1fy. Plati, ze

1 ud i — i
F(pr) = Fifo... fifo, kde f = { pokud j =1
0 jinak
Tabulka:
Bod Charakteristicka funkce f
po = 000 00000001
p1 = 001 00000010
p> = 010 00000100
p3 = 011 00001000
p7 = 111 10000000
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Charakteristickd funkce mnoziny

Pokud P C 73, pak miZeme definovat charakteristickou funkci f

mnoziny P takto:
f(P)=)p
peP

Jinymi slovy, f(P) = f7fs ... fify, kde f; = 1 pravé tehdy, kdyz p; € P,
jinak f; = 0. Priklad:

f({p1,p7}) = 00000010 + 10000000 = 10000010
f(#) = 00000000
f(Z3) = 11111111



P¥imka v Z3

PFimka je opét popsana parametricky jako
a+tb,

alea,b e Z% ateZyb#0. Pfimka tak ma pravé dva body a,a+b.

Naopak kazda dvojice riiznych bodl a, b tvori primku danou
predpisem
a+ t(b —a).

Mnozina vSech pfimek pak vypada takto:
{{Po; P1}, {Po, P2}, - - -, {Ps,P7}}. Celkem jich je

8
=27.
(§)-r
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Plocha v Z3

Plocha je také popsana parametricky
a+ t1by + to2bo,

kde a,by,bs € Zg, b1, by jsou nezavislé a ty, to € Z5. Plocha se tak
sklada ze étyr bodu

a, a+b;, a+by, a-+b;+bs

Vsechny Ctyfi body budou po dvou riizné, coz vyplyva z nezavislosti
b1 a b2.




Vechny plochy v Z3

Plane

Characteristic Function Boolean Polynomial

{P1,p3,ps,p7}
{p2: Ps3, Ps, P'l}
{ P4, Ps; Pe, P7 }
{Po,P2,P4,p6 }
{Po,P1,P4,Ps }
{Po,p1,P2,ps}
{P1,P2,ps, 6}
{PI:PS»IM;PS}
{P21P3-P4nps}
{PI,P21P4,P7}
{pﬂn P3, P4, P'I}
{Po,Pz,p5,P7}
{DO,PI,PG,IH}
{pO) Ps, Ps, Ps}

10101010
11001100
11110000
01010101
00110011
00001111
01100110
01011010
00111100
10010110
10011001
10100101
11000011
01101001

Zo

£

z2

142z
l+21
14z,
o+
Zo+ z2
z1+ 22
ot z1+ 29
l14+z0+2
1+zo+22
l+z1422
l+zo421+ 22




Plocha jako boolovsky polynom

Vsimnéme si — kazda plocha P ma svou charakteristickou funkci
f(P), coz je boolovska funkce. Kazdd boolovska funkce Ize prevést na
boolovsky polynom.

Mnozina vsech ploch tvofi kéd R(1,3), protoze obsahuje viechny
polynomy o 3 proménnych a stupni maximalné 1.




Plocha jako mnozina reseni rovnice

Vsechny plochy prochazejici poéatkem (a = 0) jsou popsany rovnici
hoxo + hix1 + hoxo = 0.

Zvolime koeficienty h; a dopocitdme souradnice x;. Napf. pro
hg =0,h; =1 a hp =1 mame rovnici

0-x0+x1+x =0.
MnozZina feSeni rovnice ma tvar

{0007 011, 100, 111} = {p07 P3; P4, p7}

To odpovida plose 10011001, neboli 1 + xp + x1. Dosazenim vsech
kombinaci za h; ziskdme vSechny plochy prochazejici pocatkem.
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Plocha jako podprostor

Véta: Plocha P prochazejici po¢atkem 0 je dvoudimenzionalni

podprostor prostoru Zg.
Dukaz: Kazda plocha P prochazejici pocatkem lze parametricky

vyjadfit jako 0 + t;b1 + toby. Obsahuje tak body
07 bla b27 bl + b2
Plocha tak obsahuje nulovy vektor. Ovéfime uzavrenost na scitani:

b;+b, € P
(b1+b2)+b1:b2 e P
(b1 +by)+by=b; € P
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Ostatni plochy

Snadno ovéfime, ze ostatni plochy Ize popsat rovnici
hoxo + hix1 + hoxo =1
Kazou plochu tak Ize popsat rovnici

hoxo + hix1 + hoxo = c,

kde ¢ € Z>.




Primky jako prlnik dvou ploch

Véta: KaZdou primku a + tb Ize popsat jako prinik dvou ploch.
Duakaz: Necht b, d, d’ jsou bazi prostoru Zg. Dale méjme plochy

P,:a+tb+sd=1{a,a+ba+da+b+d}
Py:a+th+sd ={aa+ba+d,at+b+d}

ProtozZe jsou body b, d a d’ nezavislé, plati, Ze body
{a+d,a+d,a+b+d,a+b+d} jsou po dvou rizné. Prinik je
tak roven

PiN P, ={a,a+b} (=a+th).




Plocha jako coset

Véta: Pro kazdou plochu P : a+ t;b; + tyby existuje
dvoudimenzionalni vektorovy podprostor K prostoru Zg takovy, ze
mnozina a+ K = {a + x| x € K}, je rovna plose P. Mnoziné a+ K
fikdme ,,coset vektorového podprostoru K prostoru Zg

Duakaz: Dvoudimenzionalni podprostor K je roven néjaké plose, ktera
prochazi pocatkem. Plocha K tak bude mit tvar

K : 0+ t1b; + toby = {0, by, by, by + by}
Mnozina a + K pak bude vypadat takto:
a+ K=1{a,a+bj,a+by,a+b;+by},

coz jsou presné body plochy P. [
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Afinni podprostor

O cosetu v predchozi vété fekneme, Ze se jedna o afinni podprostor
dimenze 2. Jinym slovem také flat.

Pokud ma flat dimenzi s, mluvime o s-flatu. 3-flat je tak cely prostor
73, 2-flat jsou plochy, 1-flat jsou primky a O-flat jsou body.

Stejné, jako jsme vSechny plochy vyjadrili pomoci cosetil podprostoru
dimenze 2, mlzeme vSechny pfimky vyjadfit jako cosety podprostoru
dimenze 1 atd.

Pokud mame dva flaty L a L/, které maji charakteristické funkce f; a

fi: pak jejich pranik LN L’ je roven souinu f; fyr.
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B ——
R(1,3) a R(2,3)

Reed-Mulleriiv kéd R(1,3) je roven mnoziné vSech charakteristickych
funkci vSech ploch v prostoru Zg. Viz vycet vSech ploch.

Reed-Mulleriiv kéd R(2, 3) je roven obalu mnoziné vsech ploch a
vSech primek. Pro¢ nestaci jen mnozina ploch a primek?

Polynom xg + x1x2 je stupné 2 a tak je v R(2,3). Pfitom ma
charakteristickou funkci 01101010. Funkce ma Ctyti jednicky, coz
znamena Ctyfi body. P¥imka je pfitom tvorena dvéma body. Tj.
neexistuje pfimka, kterd by popsala polynom xp + x3xo.

Stadi ale vzit plochu xp a pfimku danou soucinem ploch xy x> jako
linedrni kombinaci.
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Zobecnéni prostoru Z3

Necht Z75" je bindrni Euklidovsky m-dimenziondlni prostor, ktery
obsahuje 2™ bodl pyg, ..., pom_1, kde

p0:00...00,p1200...01,...,p2m_1:11...11

Dale necht K je vektorovy r-dimenziondlni podprostor Z3'. Kazdy

coset
at+K={at+b|beK}

se nazyva r-flat.
Véta: Charakteristickd funkce r-flatu je zaroven boolovsky polynom

stupné m —r.
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Reed-Mullerovy kédy jako r-flaty

Reed-Mulleriiv kéd R(r, m) mizeme vidét jako obal
charakteristickych funkci flati o dimenzi nejméné m — r.

* R(1,3) jsou s-flaty, kde s > 2, tedy s € {2,3}, tj. obal ploch
a celého prostoru.

* R(2,3) jsou s-flaty, kde s > 1, tedy s € {1, 2,3}, tj. obal
primek, ploch a celého prostoru.

* R(3,3) jsou s-flaty, kde s > 0, tedy s € {0,1,2,3}, tj. obal
bod(, primek, ploch a celého prostoru.
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Dekodovani




Skalarni soudin

Skalarni soudin slova=a;---a, ab=by--- b, je roven

a-b:zn:a;-b;.
i=1




Algoritmus pro dekdédovani

Prvni krok: pfijeme slovo w, spocitdme paritu viech (r + 1)-flatd.
Rekneme, ze flat L ma sudou paritu, pokud w - L = 0, jinak ma lichou
paritu.

Rekurzivni krok: pro vSechny s = r,r —1,...,0 spoditdme paritu
s-flatu L tak, Ze fekneme, ze L je sudy, pokud je L obsazen ve vice
sudych (s + 1)-flatech nez v lichych. Jinak je lichy.

Posledni krok: Opravime i-ty bit slova w pravé tehdy, kdyz 0-flat {p;}
ma lichou paritu.




